Bex6e 11 (paaHa Bep3uja)
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WNsBoa dyukIuje
YHUBEP3UTET ¥ BEOTPALY
DAKYNTET OPTAHU3ALUMOHUX HAYKA

Teopujcke ocHoBe

Y nactiaexy je kpatuax upezaeg 3narba Koje je
HEOUTOGHO 3G PEWABAtbE 3GJaTUAKG KOJU CAEgE.
On nuKaxo nuje 3amena 3a Upegasarya.

OyuKIpje Koje y MaTeEMaTHIN AHAJIA3UPAMO Ca M-
CTO TEOPHUjCKE TAYKE TJIE/IMINTA, Y HMPAKCUA CE UECTO KO-
pucTe 3a onucuBarme CTBApHUX (peHomena. Ha mpumep,
aKo r-oca 03HavYaBa BpeMe, oHza f(2) MOXkKe O3HAUABATH
PE3YJITAT HEKOT Meperma (TeMIIepaType, Ba3LyllHOr IPH-
TUCKA UTJI) y BpDEMEHCKOM TpeHyTKy z. Lpramem rpadu-
Ka dyHKIHje f, BU3yeJaHO MOXKEMO 3aK/byIUTH HA KOjUM
MHTEPBAJINMA je PYHKIIN]a TO3UTUBHA, HETATHBHA, 3aTUM
rJle pacTe a rje ornajia.

Nnax, Heka 1a HaM HEje JOBOJHHO CAMO JIa 3HAMO JIa JIH
dyukmja pacre UM onasa y OKOJIWHU HEKe Tadke, Beh
Hac 3aHUMa U Koauxo 6p3o. Ha Caumm 1 nara je dyHk-
nuja f, a 3aHMMa HAC KOJIMKO OP30 OHA PACTe Y OKOJUHHU
TavKe To. 300 TOTa XKEJUMO J1a YBEIEMO HyMEPUIKH TI0-
Ka3aresb, Tj. 6poj, Koju he HaM 3a TO CJIyKUTH.
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Cnuka 1: IIpBu u3Boj dyHkImje

3roman HaUMH 3a TO jecTe Ja Kpo3 Tauky (Zo, f(xo))
HOCTABUMO TaHTeHTy Ha rpadux.! Harub tanrente ce Ta-
JIa MOYK€ TIOMCTOBETHTHU Ca HAruboM (DYHKIMje y TaIKH
To. YKOJMKO je v yrao KOju TaHTEHTa 3aKJala ca Io-
3UTHUBHUM JIEJIOM Z-0OCe, OHJIA je CMHUCJIEHO y3eTH tga 3a
WHIAKATOP HAaruba: IITo je ,IO3UTUBHUjI’, TO (DYHKIIN]ja
y OKOJIMHEU To Op2Ke pacTe, a IITO je ,HeraTUBHUjH, TO
op:ke omajza. Bpeanoct Hysa 3uaYu ja je GyHKIMja Y o
,papHa’.

N name nuje jacno xkako cpauynartu tga. OHO 1ITo
MOXKEMO YPaJUTH je TOMEPUTH ce OJ Taduke o 3a Ax
(koje MOXKe OGUTH ¥ HEraTUBHO, a Ha CJIUIM jeé HO3UTUB-
HO), y Tauky xo + Az. 3arum, Kpo3 tauke (xo, f(zo)) u
(xo + Az, f(xo + Ax)) nposylin npasy, uuju jeman Jeo
npejcras/ba TeruBy rpaduka. Heka je 6 yrao koju ta te-
TUBA I'PAJIN Ca MO3UTUBHIUM JIEJIOM Z-0ce. JacHo je J1a yrao

Hapasso, npeliyTHo mpeTmocras/baMo 1a je To Morylie ypauri.

Hanujen I'. Anekcuh, acucreHT

0 Huje jemHAK YrJIy (v KOjU HAC 3aHUMA, aJid Cy OJIMCKU;
mrasuie, kaga Az — 0, onga 6 — «.

3aro hemo tga moTpaxKuTh Kao rpaHUIHy BPEIHOCT
tgf xaga Ax — 0. Ca ciuke Huje TEIIKO YOUUTHU Jia je
tgl = (f(zo + Ax) — f(zg)) /Ax, ma cMo OHIA cpeMHI
na neduHAIEMO UPBU u3eog dywruuje [ y wauku
T Kao:

MOHOTOHOCT 1 JIOKAJIHU eKCTpeMyMu

W3 nperxomne auckycuje je jacHO, yKOJUKO je DYHK-
uuja f mudepeHmjabuaHa, Tj. UMa M3BOJ CByHa TJe je
neduHuCaHA, Ta OHA pacTe HA WHTEPBAJIUMA Ha KOjUMa
je IpBU U3BOJ IO3UTUBAH, a OI1a/1a Ha OHUMA Ha KOJUMa je
HEraTUBaH. Y KOJIUKO Y TAYKH T( IPBU U3BOJ MEHa, 3HAK,
OHJZIA Y TO] TAYKH UMAMO AOKAAHY eKCTpemym (MUHUMYM
i MakenmyM).2 Osive hiemo ce getasbauje Gasuta y 13.
BexkbaMa r1e hemo ckurnmpaTu rpaduke QyHKII]ja.

N3Bomu Buirer pesia, KOHBEKCHOCT, U IIPEBOjHE
TayKe

VYkomuko je f mudepennujabunna dyHKIMja, OHIA
oHa MMa IpBU u3Box [/, Koju je dyHKIMja 3a cebe, KO-
ja MOXKe, WM HE MOPa MMATU IPBU U3BOJI. Y KOJUKO HEH
B U3BOJI (JIaKJIe, M3BOJ U3BOJIA) TIOCTOjH, OH Ce HA3UBA
Apyru usBon, dyukuuje f u osnavasa kao [ (wim, y
rauku z, f”(x)). Cimano ce mory nedunucaTu u Apyry,
rpehn, mim n-tu usBox f; mocientu fieMo o3HavaBaTU
f ().

Jpyru u3Boj je y OJIMCKOj BE3U Ca TIOJMOM KOHBEKCHO-
ctiu dpyuaknmje. Pehu hemo ma je dbyurmmja xomnsexcha
Ha HEKOM CKYIIy, aKO je IheH rpaduK yBEK W3HAJ CBOje
TaHTEHTe, a 113 j€ KOHKaA6Ha YKOIUKO je ucrox.® Permmo,
dyuknuja gara Ha Chaunm 1 je xoHkasHa.

Moxe ce mokazaTtu 1a, (GyHKIUja UMa APYTU U3BOJ,
OHJIa je OHA KOHBEKCHA TaMO IJI€ je OH ITO3UTHUBAH, a KOH-
KaBHA TaMoO T/e je HeraTwBaH. Tadyka y Ko0joj pyHKI]ja
M€EHWa KOHBEKCHOCT 30BE CE UPEBOJHA WaAYUKA.

IIpaBuna pauyua

V HacraBKy hemo U3JI0KUTH HEKOJIMKO OCHOBHUX ITPa-
BIJIA PadyHAa Ca U3BOJUMA.

1. UsBox je muueapam,* Tj.
(af(z) + Bg(x)) = af'(z) + By’ (),

rae ¢y o u  peannu 6pojesu, a f un g dyuxnuje
KOje uMajy U3BOJL y .

2BaskHO je HAIVIACHTH JIa je Taj eKCTPeMyM JIOKAJTHH; Ha npuMep, bynkuuja x* — 22 4+ 1 (nanpraru!) uMa JOKATHE MAKCHMYM y Tauku & = 0,

aJIi TO HHUje HajBeha BPEIHOCT KOjy OHA MOXKE y3€TH.

3080, HapasHO, HIje dopMaTHa TeUHIIN]a, AN 3a HAIIe TTOTpede je 3a Caa JOBOJHHA.
4Kao rmocteuita 0BOT, W3BOJL MPOJIA3H 1 Kpos pasimky (o = 1, 8 = —1), u muoxeme ckamapom 8 = 0. Takae (f —g) = f' —g' u (af) = af’.



2. VI3Bon HEUje My ITUIIINKATUBAH, Tj. HE TPOJIA3U KPO3
Ipom3Bo, Beh ce m3BOJ, IPOM3BO/IA PAYYHA KAO:

(f(2)g(x)) = f'(x)g(x) + f(2)g' ().
3. U3Boa KommIHUKA:

<f(w)>' _ ['(2)g(z) — f(2)g'(2)
9(x) (g(x))*

4. UsBox cioxene dyHxuuje:’
(f(9(x)))" = f'(9(2))g'(x).

Tabiua nsBoga

Wspopu Hekux (yHKIMja CY JOBOJBHO YECTH U TIO-
TpeOHU Jla ce He M3BOJIe CBAKM IIyT padyHajyhu rpanuaHy
BpexnocT, Beh ce mamTe. 3a Hac he To Ouru:

e ¢/ =0, rze je ¢ KOHCTaHTA;

o (%) =az“ ! rueje a € R;

1
VI = —— (cuen, ciyuaj nperxoHor);

2\/x
e (a®) =a"Ina, rue je a > 0;

. () ="

o (Inx) =

)

SE

e (sinz) = cosu;

e (cosz) = —sinz;
/!
o (tg2) = —5—;
o (ctgz) = —%;
sin”
o r_ 1 .
e (arcsinz) = Nirrd
! ]' .
e (arccosz) = RV gt
o (arctgr) = #;
1+ a2
e (arcctgz) = o
1+ 22

JlonuraJsioBa nmpasuJia

Jlormrasoa® npapuma (MM TPaBHIIO, 3aBUCH KAKO Ce
dopmynie) npecTaB/bajy HAUNH HA KOJU U3BOIA MOTY
OuTH MCKOPUIITNEHN y PAYyHARkY I'PAHUYHUX BPETHOCTHU.

TEOPEMA 1. Hexa cy ¢ynxuyuje f u g gedurucane y
apobywenoj okoaunu wavwke ro € RU{+oo}, nexa cy gu-
Pepenyujabuane y Woj okoaunu u Hexa sadcu g'(x) £ 0
30 €66 X Y Woj okoAuHU. [Ipetiuoctasumo ga 8axHcU jegar
0g caegehur ycroea:
lim f(z) = lim g(x)=0
T—x

T—xTo

5Osge yraasnom ,3amme”. OBOM MPABUITY MOCBETHTE HAPOUHTY MTAYKIBY.

usU

lim |f()] = lim |g(z)| = cc.

T—x0 Tr—xQ

Axo Goctoju (KoHnauwha uiu 6eCkoHauHa) Zpanuyna epeg-

HOCT
/
lim (@) =1L,
v=a0 g’ (x)

0Hga UOCWOJU U ZPAHUNHA 8PEGHOCT,

@)
A gy

Baxmno je marnacutu na je Jlonurasoso npasuiio me-
duHICAHO Ka0 MMILIMKAIMja, a HE KAa0 €KBUBAJIEHIIH]A.
Mozke ce gecuTu j1a FPAHUYHA BPETHOCT KOJUIHUKA U3BO-
Jla, He TIOCTOjH, a /18 OPUTMHAJHA T'PAHUYIHA BPEIHOCT I10-
crojm.”

3agaiu Koju ce pade Ha Bexkbama

1. Oapemurtn u3Boze cienehnx dyHKImja:
a) fi(z) = 5e* + cosx — 3; 6) f2(z) = 23 Inx;

B) f3(z) = xsinz + 21n5; r) fa(z) = ar(;cg;gx;
a) fs(z) = sin z2; b) fe(x) = (cosz)?;
e)f7(z) = In(sinz+cos x); x) fs(x) = arctg %;

3) fo(x) = sin(ln v/z); u) fio(z) =sinz-Inx - /x.

fi(z) = (5€")" + (cosz)’ — 3’ = 5(e*)’ —sinz — 0
= 5e” —sinz,
. 51
fi@) = (2% Inz +23(Inz) = 32%Inx + 23—
x
=223z + 1),

fi(z) =2’ sinz + z(sinz) 4+ 0 = sinz + x cos z,

Fila) = (arctgx)’ - 3z — arctgx - (3x)’

(3z)?
1
142 B —arctgx - 3 o — (1+a?)arctgz
B 3 g2 (14 22)322 ’
ft(x) = (sinz?) =sin’(2?) - (%) = cosa? - 2
= 2x cos x2,

fé6(x) =2cosz - (cosx) = 2cosx - (—sinw)

= —2sinx cosr = —sin 2z,
1 cosT —sinx
/ _ . e _
f7(x)_sinx+cosx (cos & — sin z) sinx + cosx’
1 1—z\’
é(x): 5
1—=z 1+x
1+( )
1+
_ 1 1-2)(Q+z)—(1-2)(1+x)
_1+1—2x+x2 (1+z)?
FEE

6Guillaume Frangois Antoine, Marquis de I'Hopital (1661-1704), bpanuyckn matemMaruaap

TCrymentu ce oxpabpyjy [a IOTpazke KOHTPAIIPEMED.



1 -1-(1+z)—-(1-2)-1

T 142r+a22+1-22+4a2 (4T
()"
—2 1
21+ 22) 142
o(r) = cos(Inv/x) - (In\/z)" = cos(In \/E)% .
B 1 1 cos(lny/x)
7cos(ln\/§)-ﬁ~2ﬁf Y

fio(z) = (sinz-Inz) -z + (sinz-Inz) - (V)
1

= ((sinz)' Inz +sinz - (Inz)") r +sinz-Inz - NG

(V)

D

sinz sinz-Inx

2V

= (cosx-lnx+

)i

2. UcnuraTty MOHOTOHOCT U OJPEUTU €KCTPEMHE
BpeIHOCTH (DYHKIIHjE:

a) f(z) = (4 —z)e 6) g(z) = (z - 2)°.

a) Oyukiyja f je qudepeHnujabuIHa Ka0 KOMIIO3HUIU-
ja mudepeniujabuiHux QYHKIMja, 14 MOHOTOHOCT
MOKEMO MCIIUTUBATHU [TOMONY MPBOI U3BOJA. 34 I0-
JeTak, younMmo ga je Dy = (—o0,0) U (0, +00). 3a-
TUM,

fl@) = (4—a)e ™"+ (4—a)(e /)

= —e YT 4 (4—

= 2® (—1 + (4 —2)

—2/x —z% —2x+38
=e —_—
72
oz (@ £+ 4)(x —2)
€ - 2
T
3a MOHOTOHOCT HaM Tpeba 3HAK IPBOT U3BOA, KOjU
je majmakie ojapeauTu momohy Tabsurie:

—00 —4 0 2
e | = _ . _
r4+4 - + + =+
-2 - - -
22 + + +
TR R N
f N | 7N

Bumumo na dysxmumja f onasa Ha MHTEPBAIIMA
(—00, —4) u na (2,00), a 1a pacre Ha (—4,0) u na®
(0,2).

Y raukn x = —4 dyukiyja f nMa JOKAJIHA MUHU-
mym? jenmak f(—4) = 8y/e, 10K y Tauku r = 2 UMa
JOKaJIHN MakcuMyM f(2) = 2/e.

6) Umamo na je f'(z) = 5(x — 2)% Bumumo na je
/() > 03acee x#2,u f(2) =0. daxme, dyHk-
nuja f pacre Ha NEJIOM CKYyIly PEaJHUX OpojeBa u
HeMa JIOKATHUX ekcTpemyma.l

3. Ucnuratn KOHBEKCHOCT W OJIPEIUTH TPEBOjHE
Tauke QYHKIHje

f(@) = (4 - z)e /",

DyHKIMja je ucTa Kao y JAe/1y a) IPeTXOIHOr 3a1aTKA.
Tamo cMmo cpadynamu 1a je

2
g/t =21 +8
R

mITo je Takohe mudepenimjadbuana GpyHKImja, ma KOHBEK-
CHOCT WCIIMTYJjEMO padyHameM JIpyror u3soga. Umamo ia
je

2 —22 -2
() = e 2 TT 248

x? x?
N 2)x? — (—2% — 2z + 8)2x
+e o
672/30 .
= ——(—22% — 4z + 16 — 22° — 22° + 22° + 42® — 162)
x
672/1
= (—20z + 16)
—4e~2/x

Topmwu n3pa3 uumje medunucan y Hy u, a 3HAK MeEma y
4/5. OBaj cay4aj je mocTa jeIHOCTABHU)H, Ta 1 0€3 1pTa-
Bha Tabeste MoXKeMo 3aksbyunTu na je ' (x) > 0(—o0,0)U
(0,4/5) u f"(x) < Oma (4/5, +00). Umamo u f”(4/5) = 0.
Haxue, f je kouBekcHa na (—o0,0) u na (0,4/5), a xoun-
kaBHa Ha (4/5,400). @yukuuja uMa upesoj y © = 4/5 u

npesojua Tauka je (4/5, f(4/5)), 1o jecr (%, Le5/2).

4. Uzpauynatu ciaeaehe rpaHnu<He BPEIHOCTH:

o Vr—1-2 . Inz
a) lim —; 6) lim 3
z—5 T — 5 r——+00 .175
. 7 . 1 1
B) lim z'lnz; r) lim (— — ;
z—07+ L e—1+ \Inz =z —-1

) i sinz \ z2
im )
A x—0 X

Samarak pemraBamMo TpuUMeHOM onroBapajyhux Jlo-
nuragoBux npasmwia. CByja y pememuMa hemMo mucaru
wLII” n3nam 3maka jeaIHAKOCTH, Jla O3HAYUMO A je Ha
TOM MecTy mpuMemeHo Jlonuramoso npasuio. Ty Tpebda
OUTH ONpEe3aH: OHO BaXKM CAMO YKOJIUKO IPAHUYHA BPEJl-
HOCT KOJIMYHHUKA M3BOJIA nocToju. Tako Ja Ty jeJIHaKOCT
Tpeba YNTaTU KAo ,,jeTHAKO YKOJIUKO Ce UCIIOCTABH JIa OHO
C IheHe JIeCHEe CTpaHe MOCTOju .

a)

1
o Vr—1-2o0pnm .. 2z -1 1
lim — =" lim ——— = —;
z—5 r—5 z—5 1 4

8TTorpemso je pelin ma f pacre Ha (—4,0) U (0,2). Hanme, dynkimja pacre Ha HeKOM CKylly A yKOIHKO 3a cBe &,y € A, x < y Baxu Ja je
f(x) < fy). Amn, —1 < 1u f(—1) = 5e2 > 3e~2 = f(1). OBo je uecTa cTyHEHTCKA IPEIIKA.

Huje * = —4 mokamnm munmMyM, el Tauka y Kojoj ce jocTirKe JOKAJHE MEHEMYM. JIOKATHH MUHIMYM (CHHOHMM: JIOKAJTHA MUHIMAJHA
BpeAHOCT) jecre BpegHOCT GyHKIMje y Toj Taduku. VI 0BO je YecTa CTyIeHTCKa IPEliKa.

WHanpraru (kopucrehinn nexu nporpam) rpabuk dyHkmmje f 1 IMCKyTOBATH IITA Ce JemaBa y Tadkn & = 0.



6)
1
1 JLIL = 1
lim o 2 gy 2 — =0,
z—+oo 9 z——4o0o 5l z——+o0 5o
B)
1
. 7 . Inz oco/oo JLIL. . -
lim z'lnz = lim —— = li 5
z—0t z—0t i z—0t —Tx
x7 o4
14 7
x
= 1li = lim — =0;
z—0+ =727 zo0+ —7
r)
. 1 1 . r—1—Inx
Ilm ([ — - —— ] = lim ————
z—1t \Inz =z —-1 a—1+ (x —1)Inzx
1 1
0/0 JLIL. . T
= lim —%—
z—1t Inz+ —1
. rz—1
= lim ——
z—1+rlne +x—1
0/0 JLIL. . 1 1
= m ———— = —;
z—1+Inx+1+1 2
)
1 In oz In sz
. s X 1' T
lim (smx)z =lime 22 = el’li% x?
x—0 X x—0

T xcosx—sinz

. 51 2
0/0 JLIL lim Shz z
= er—0 2x

: T cosx—sinx
o 63311’% 2x2 sin x

: cosz—x sinz—cos &
O/O_JI‘H eig% 4 sin x+2x2 cos

: —sinx
_ 631}% 4 sin x+2x cos

] —COST
O/O_JI‘H' ei% 4 cos x+2 cos x+2x sin x

_ 671/6.

5. OxpeauTy BpeIHOCT peaJsiHor napamerpa A Ta-
KO Ja dyHKumja f Oylie HEIPEKUIHA Y HYJIH, aKO

je
_ (2z+8m)1/w7 a:;é(),
f=) {A, i z=0.

ITo meduuunujun HenpekugnocTu, napamerap A Mopa
(2.7:+8:1: )1/$
2

O6UTH jeTHAK TPAHUYIHOj BPEIHOCTH U3Pa3a
na x — 0. 3aTo padyHamo:

27 487
PV VS T e A T L
hr% < 5 > — er—0 2 2 = ex—0 x
z—
2 1
g 52 2+ Ing)
oioan. lig 1

2 Lim2+ms)  Lmie i
——(In n —In
—e2 2 — 2 — V16 _

Haxuie, f je Henpekuana y "HyJu 3a A = 4.

JlomaTHu pelieHu 3aaiu

6. spauynaru ciesnelie rpaHndHe BPEIHOCTH:

i = t
a) lim aresm e — are gac; 6) lim Inz-Iln(x—1).
z—0 x3 T+

a)

arcsinx — arctgx

x—0 1‘3
1 1
0/0JLIL .. +/1—22 1422
= lim
x—0 3$2
T 2x
a2 T 2
o/0aIL .. (1—22) (14 22) 1
= lim = —.
x—0 61‘ 2
6)
| —1
lim Inzln(x — 1) = lim I =1)
rz—1 rx—1 L
Inx
1
0o/oo JLIL. . T . —xlnzx
= lim = lim
rz—1 - z—1 x—1
zln’z
1
—In*z —2zlnz-
O/O:H‘H‘]im n“x zlnx Z _g
x—1 1

7. Ucnmrat MOHOTOHOCT M KOHBEKCHOCT (PYHK-
uje f, OJpeIuTH FheHe JIOKAJTHE eKCTPEMYMEe W
IIPEBOjHE TAYKE, aKO je

r+1
-e
T+ 2

x

fz) =

3a mouerak, ja mpoHahemo momen dyarmmje. Mo-
pa 6utu z + 2 # 0, tako Ja gobujamo ga je Dy =
(—00,—2) U (—2,00). Cajga ucnuryjeMo MOHOTOHOCT W
KOHBEKCHOCT.
Pagynamo

Monotworocti U AOKAAHY eKCTUPEMYMU.
z+1

TIPBU W3BOJT;
r+1\ oy
<$+2> € +x+2(e)
1-(z+2)—1-(z+1) , z+1 ,

(x +2)? x—|—26
_ 1 ew+(x+1)(x+2) N
(z +2)? (z+2)?
2 +3x+3 ,
(x+2)2

fiz) =

Mozkemo younrn na je f'(z) > 03acse z € Dy, na dbyHk-
uja f pacre Ha (—00, —2), Kao u Ha (—2, +00). PyHKUHUja
HEMa, JIOKAJHUX eKCTPEMyMa.

Konsexcrocti u tpesojne wayke. Vimamo ma je

2 +3x+3 ,

2?4+ 3z 43\ ,
@+2?

I = ( (z +2)2



2z +3)(z+2)? -2 +2) (2?2 +32z+3) 2?2+3x+3

< (x +2)* (x +2)2
202 +4x +3x+6 222 —6x—6  (v+2)(z? + 3z +3)
B < (z +2)3 (z +2)3
T 23 +522+92+6Y , 2¥+522+100+6 ,
<<x+2>3 (x+2)3 ) ECEEE
(z+1)(2* +4246) ,
T @+2p

Nmamo Tabesry:

—o0 2 -1

(2% + 4z + 6)e” + + +

rz+1 - - +

(z+2)° - + +

f'(z) + - +

f U N U
Hakie, f je koHBeKcHa Ha (—00, —2) n Ha (—1, 00), & KOH-
kaBHa je Ha (—2, —1). @yukuuja ce upesujay © = —1 u

f(=1)=0.

3agaru 3a caMoCTaJIaH Paj

8. Uspauynaru cienehe rpanndne BpeaHOCTH:
ctg2 T,

_1
a) lim (1 + 3tg2 l‘) ; 6) lim (COS x) sin z ;
x—0 x—0

) i 2 sin 2x
B :I?li;r%) 1'2 - 1'3 ’

9. HUcnuraryn MOHOTOHOCT M KOHBEKCHOCT (DYHK-
nuje f, OIpeauTH HeHe JIOKAJIHE eKCTPEMyMe U
IIPEBOjHE TA4Ke, aKO je

z+1
a) fz) = e 6) fz) = (x4 2)el/=.

T

[

)e

x

-



