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IIpaBa
YHUBEP3UTET ¥ BEOTPALY
DAKYNTET OPTAHU3ALUMOHUX HAYKA

Teopujcke ocHoBe
Y nactiaexy je kpatax upezaeqg 3narba Koje je
HEOUTOGHO 30 PeuLasarbe 3agaittiara Koju caege.
On HuKaKko Huje 3amena 36 Upegasarsa.

IIpaBa p y mpocropy je oapehena jemHOM TadKOM
P(2p, Yp, 7p) KPO3 KOjy IPOJIA3H U BEKTOPOM Up KOME je
napaJiesna. 2KeJnMo 1a M3BEIEMO je/IHAYNHY IIpaBe p.
Youumo npoussosbHy Tauky X (x,y, z) ca upase p. Tana
jePX=X-P= (x—2p, Yy—Yp, 2—2p). Kako BexTOpHU U},
u PX UMajy UCTHU IpaBall, CJIeIu Ja: PX = top, rae je t
peaJiau KoedurpjenT. PacouimmMo mocsie/ by jeHaanny:

X —P=ty,
X =P+1tu,
(IayVZ) = (xpvypvzp) + t(a,b, C)

W3 nocenme jemmauunme, mobujamo cienehe Tpu jenaaqan-
He:

TrT=uzp+ta
P y=yp+tb (1)
z=2zpttc

Jennauuna [1| mpescrasba mapaMeTapcKu obJIMK jen-
Ha4vuHe mpase. V3pa3umo ¢ u3 cBake 07 jeHAUNHA!
T—Tp Y—Yp

t = = =
a b c

zZ— zp

Tana
p:m—xp:y—yp:
a b

Z—2p

c

PECTaB/ba KAHOHCKM ODOJIMK jeJHaduHe IIpaBe
.

Busio na je mpasa 3amara y napamMeTapckoM HJIM Ka-
HOHCKOM OOJIMKY, U3 HbUX MOXKEMO IPOYUTATH JEHY Tad-
Ky Koja mpumaga npasoj P(z,,Yp, 2p) Ka0 U IEH BEKTOP
npasna v, = (a, b, c).

Cmuka 1: IlpaBa ompehena BeKTOpOM mpaBia W jeTHOM
TAIKOM

[IpaBa MoxKe 6uTH 33/1aTa 1 KAO IIPECEK JIBe PABHU. Y
TOM CJIy4ajy, TpancdopmucaheMo jeqHadnHy Ha mapame-
TAPCKW UJITM KAHOHCKHU OOJIUK.

ymwa IIpokuh, capagHukK y HacTaBu

Melyco6uu nosioxkaj ase upase p(P,v,) u ¢(Q, vy)

1. Ykomuko je v, = AUy, Tama je p|lg. Cuernujanmo,
YKOUKO P € ¢, Tama ce mpaBe p U ¢ TIOKJIAIIA]Y.

2. YKOJIMKO je Up # AUy, TaJia IpaBe p U ¢ HUCY IIa-
pasienne, Beh ce ceky ako Cy KOILIAHAPHE, a MUMO-
niase y CyIpOTHOM.

2.1. Axo je [v;,v',;,P_Q] = 0, To 3HAYU Ja Cy mpa-
B€ p U ¢ y UCTOj PABHHU, 1A CE y OBOM CJIydajy
CeKy

q

Cinmka 2: IIpaBe Koje ce cexy

2.2 Ako je [U;,UZ7P@] # 0, mpaBe p U g ce MUMO-
ujiaze.

3a mpaBe Koje ce CeKy MOXKEMO OJ[PEIUTH OIITap yrao
KOjU 3aKJanajy:

|Up - g
cos 4(p,q) = W
p q



“(p.q)

S v

Cnuka 3: Yrao uamely jgBe mpase Koje ce CEeKy

Pacrojame nusmehy aBe mapaJsiesine mpaBse p U ¢ ce pa-
YyHa Ka0 PaCTOjale ITPOU3BOJbHE TAYKE Ca jeIHE O] Ipa-

BUX, HIpP. () € ¢ O Ipyre IpaBe .

d(p,q) = d(p,Q) = % < PQ|

|95

[ x PO = 3d

Cnuka 4: Pacrojame n3mehy aBe mapaJiesine mpase

Pacrojame mzmely mBe mumousasHe mpase p u ¢ je
najkpahe pacrojame m3mehy Heke ne Tauke P € p u

Q€q.

[, 93, PQ)|
|05 X U]

d(p,q) =

Mebycobuu mnosoxkaj upase p(P,u;)
a(A, 1)

U paBHU

1. Ykomuko je v, L 15, Tamga je p||a. Croemmjamnmo, ako
P € «, onna npasa p npunasa pasuu o, 1j. p C Q.

g

Cnuka 5: IlpaBa p mapaJiesiHna paBHU «

2. Ykomuko v, L 1, IIpaBa U paBaH ce CeKy. Y TOM
cJIydajy ce MOXKe TOBOPHUTH O YIJIy KOjH 3aKJIamajy
IpaBa p U paBaH o

_ |Up ) nocl

sin £L(p, ) = TAIA
pl1Vq

[0, - 1ia|

[vpllra]

cos £ (U, 110,) =

c0s(90° — £L(p, «)) = sin £L(p, )

Cnuka 6: Yrao mamelhy mpase u paBHU

3agaiu Koju ce pajJe Ha Bexkbama

1. Jlara je mpaBa p: {ier_gZ i_ ;z : ; z 8 7 Tad-

ka A(—1,3,—2). Oxpeauru npaBy ¢ TAKO Ja OHA
Oye mapaJesHa ca mpaBoM p u 1a A € q.

Kako je mpaBa oapeheHa BEKTOpOM IpaBIa U jeTHOM
TAYKOM Ca e, CJCIH [ HAM j€ Y OBOM 3aJaTKy IU/b J1a
OJIPEJIMMO BEKTOD IPABIA IIPaBe ¢, IOIITO HAM j€ TadKa
A € q Beh mosuara. YciioB je na mpase p u g Oyjy mapa-
JIeJTHe, TITO 3HAYM JIa U EbUXOBU BEKTODHU IIPaBAIla TaKO-
be mopajy Outn mapasenmu, T vU,||vg. Kako je vp||vg, To
3HAYHU JIa Cy Ta JBa BEKTOPA MPOMOPIMOHAJHA, OJHOCHO
Uq = AUp, 3a HeKO A € R. Jlaxye, morpebaH HaM je BEKTOD
[paBIa Mpase p.

IIpaBa p je 3amara Kao mMpecek JBe paBHU, MITO HAM
HUje TOroJIaH OOJIMK 33 YUTAe BEKTOPa MPABIA U3 Fhe.
3aro, TpaHC(OPMUIIUMO je Ha mapamMeTapcku obJuk. Pe-
IIIaBAMO CHUCTEM:

3z — y+22-7=0
r+3y—22—-3=0
3r— y+22—7=0
4z 4 2y =10 II+1

Hexka je z = t,t € R. Taga cy ocraje Hemo3HaTe jeIHAKE:
y=9>55—-2t z=06— §t. Jlaksie, pelreme OBOI CHCTEMA

ce MHTepIpeTupa Kao IMpaBa, Koja je y IapamMeTapCcKoOM
00JINKY TIpeJICTaB/bEHA, KaO:

r=04+1

p: y=5—§t
z2=6— =t

2

rie je t € R. Caja u3 mobujeHor napaMmerapckor o0Ju-
Ka jeJHaYMHE IIPABE P, UMAMO JIa je HeH BEKTOp IIPaBIa

. 5
%= (1,-2,-2).



Casia MO2K€eMO OJIPEJIUTH BEKTOP IIPABIA IIPaBe ¢ KOju
je jemHax Uy = AUp. 3a BPEIHOCT IapaMeTpa A MOXKe ce
y3ern 6uso Koju peasian 6poj pazmuuaur ox uyse. OBje,
n3abpahemo ma je A = 2, Kako 6ucMo u3ryouim pasioMmaxk
KOjH Cce II0jaBibyje ¥ Up.

Haxe,

0y = M, = 2(2, -2, —g) = (2,—4,-5).

Konauno, xako umamo tauky A € ¢ u vy, MOKEMO
OIMAaX 3AIMCATHU HIIP. KAHOHCKHU ODJIMK TParkKeHe IIPABe .

x4+l y—3 =z+2

2 -3 -5
-2 3
2. Heka cy nare mpasa p : IT = % =
-1
ZT, mpaBa q : x = 2t — 2,y = 3t — 3,z =
—3t—1, t € R u rauka A(3,2,—5). Oupenn-

TH [IpaBy 7 Tako Ja A € r u ja BEKTOpP IpaBIa
mnpaBe 7 OyJie OPTOrOHAJIAH HA MIpaBe P U .

[IpaBe p u ¢ cy jare y KaHOHCKOM U Mapamerap-
CKOM OOJINKY, pesoM. V3 irx MOXKEMO TPOIUTATH TAIKy
P(2,-3,1) € p, BekTOp mpaBua mpase p v, = (3,—2,1),
rauky (Q(—2,—3,—1) € ¢ u BeKTOp mpaBuUA TpaBe ¢
Uy = (2,3, —3). Kaxo je yc10B 3a1aTKa 1a BEKTOP IPaBLA
TparkeHe [paBe I HOPMAJIAH Ha [PaBe P U ¢, TO 3HAYU JIa
je BeKTOp IpaBla U, HOPMaJIaH Ha, BEKTODE IIPaBald Uy U
Ug. T'ako 3a BEKTOD ¥U; MOXKEMO y3€TH OHaj KOjH je jeJHaK
BEKTOPOM IIPOU3BOJIY BEKTODa Uy, U Ug. Jlaxie,

Up =0, XUy=13 —2 1|=(3,11,13).
2 3 -3

Vmamo BekTop npasia npase r v, = (3,11, 13) u rau-
Ky A(3,2,—5) € r, TaKO 14 MOXKEMO 3AIUCATHU TIPABY T Y
KaHOHCKOM OOJIUKY:

r—3 y—2 z+5
r = = .
3 11 13
3. Oxpemuru pacrojame u3Mehy npaBux p u ¢ ako
jer
1 z—3 y+1 z—2
.p = = =
P 2 2 0 1
1t+ = t t,tcR
—t4+ -, y=t,z= .
2 27y ) )
5 x4+l oy oz-1 @ y+1
SR s T R N B
B=2
i
1. U3 jempauwmHa WpaBuxX p W ¢, UMAMO JIa Cy Up =
(1,2,2) m vy = (%,1,1). IIpumernMo 1@ Baxku nma je
Up = 20, 11a 3aK/bydyjeMo a2 je pllg. 3aro je pacro-
jame jemmaxo: d(p,q) = M‘Iliij@. 3a P u Q ysumamo

rauke P(3,—1,2) u Q(%,0,0), a o/aTie UMaMO Jia je

PQ = (-

g, 1,2). Jase, BEKTODP KOjU je BEKTOPCKU IIPO-

u3BOJ, BeKTOpa Ug 1 PQ jecte vy X PQ =

NIURO|— .

==y

N = A
I

14141
2. Bumumo ma je v, = (1,1,2) u vy = (1,3,4). Ucnu-
TyjemMo TpBO MelycobHm moJioKaj mpaBux p u ¢. Bu-
JIUMO 1a ofrosapajyhm BeKTOpHM mIpaBala HUCY IIPOIIOP-
[MOHAJIHU, T€ 3aKJbYUIyjeMO Jia Ce IpaBe WA CEeKy WM
Cy MEUMOMJIA3He, [a PadyHaMO OAroBapajyhu MermoBuTH
npousBoa. Tauke P m () ca mpaBux p W ¢ pemoM, Cy
P(=1,0,1) u Q(0,—1,2), ma je PQ = (1,—1,1). Caza

Caza je d(p,q) =

1 1 2
je [v;,v:},P_Q] =11 3 4| =2 # 0, ogakie 3aKby4dy-
1 -1 1
jeMo na ce mpaBe p u ¢ muMomiase. lasbe, mmamo 1a je
i j ok
Up XUg =11 1 2|=(-2,-2,2), a uarensurer nobuje-
1 3 4
HOT BeKTOpa je |U; X vy| = /4 + 4 + 4 = 2/3. Konawmo,
pacrojame uamehy npasux p u q je d(p,q) = 1.4, PQ]| [”f’vfi’g?]‘ =

1

2 _
23~ V3

4. OmpemuTy jeHAYMHY [paBe @ KOja CAJPIKH

1
rauky A(2,—3,1) m ceue mpase p : vl

3
y+2 =z-1 z—7 y+4 z-1
-3 2 2 -2 2

uq:

W3 kaHOHCKUX 00JIMKA jeIHAYMHA ITPABUX P U ¢ UMAMO
maje P(—1,-2,1) € p, v, = (3,-3,2), Q(7,—4,1) € ¢
Uy = (2,-2,2). Kako umamo rauky A(2,-3,1) € a
MOTPEOHO je OJIpeWTH BEKTOpP IpAaBIA IMpaBe a, U, =
(u, v, w).

W3 ycnoBa 3amaTka KOju Kaxke Ja Ce IPaBe G U P Ce-
Ky, Kao U IIpaBe @ U ¢, UMaMO Jla MOpa BayKUTHU Ja Cy
oaroeapajyhu meroButu npousdBojn jempuaku (:

[V, 0, AP] = 0
[0, T AQ] = 0

Kako cy AP = (-3,1,0) u AQ = (5,—1,0), mermoBu-
Te MPOM3BOJAE PACIIUCYJEMO PEIOM Kao:

u v w
3 -3 2|=0,
3 1 0
u v w
2 -2 2[=o0.
5 -1 0

Pauynamem gerepmuHanTe, 100HWja ce CHCTEM O 2 jeaHa-
quHe:

u+3v+3w=0
u + 5v + 4w = 0.

Pememe oBor cucrema je v, = (u,v,w) =
(3t,t,—2t), t € R. 3a upos3Bo/bHO ojabpaH Iapame-
Tap, Hnp t = 1. mobujamo jeJaH Ol BEKTOpa MpaBala
U, = (3,1, —2). Jennauuna npase a je :

r—2 y+3 z-1

a: .
3 1 -2




5. Heka cy mare rtauke A(0,0,1), B(2,1,3),
O(-1,-1,-2) u D(—5,9,2).

a) Ogpemurn jemHadumHy paBHE T Tako Ja
A, B,C €.

6) Oxmpenuru Tauky D’ cumerpuuny tauku D y
OJIHOCY Ha paBaH .

a) PaBan 7 uma jemHaquny:

r—0 y—0 =z-1
T: [ 2—0 1-0 3-—-1|=0.
-1-0 -1-0 2-1

KOja je KaJla ce m3padyHa JeTepMUHAHTA T : 3T — 4y —
z+1=0.
6) Tauka D’ je cumerpuana tauka Tauku Dy omHOCY
Ha paBaH 7 yKOJHUKO BasKH Ja cpeauinte myxu DD’ npu-
majia paBHA T U 14 je DD’ 1 7. Hexa je mpaBa p TakBa
na D € pup L wm JacHo je ca cimke na ce 3a U, MO-
Ke y3eTu U, = iy = (3, —4,1). Tazna je jenuaunna npase
z+5  y—-9 z2-2
3 4 =2
KOja MpUnajia mpapoj p, Ma U Tadka S UMa KOOPIMHATE
(3t —5,—4t+9,—t+2), teR. Ogpenuliemo BpemHOCT
mapamMerpa t 3a Tadky S TaKO IITO MCKOPUCTUMO UHEHE-
Huiy na S € m: o 3(3t—5)—4(—4t+9)—(—t+2)+1 =0,
omakiie ce mobmja ma je t = 2. lakse, mMaMO TAUKy
S(1,1,0), a xako je ona cpemumre myxxu DD’:

, IITO 3HAYXU OJa CBaKa Ta4dKa

_D+D

S = D' =2S—D=(7,-7,-2).

— — - 1 e — | _

6. Ompenuru Tadky B CcUMETpUYHY TadKW

1
A(-1,0,—1) y ommocy Ha mpaBy p : x—f =
y+1 z-4
o 2

Younmo Tadky S € p KoOja NpeIcTaB/ba, IIPOJEKIIN]y
Tauke A Ha mpasy p.

Kako S € p, mene koopmunare cy S(t — 1,—1,2t +
4),t € R. Ca apyre crpane, Kako je Tauka S IOIHOXK]e
HOpMaJie 3 A Ha MpaBy p, UMaMO Jia je AS L P, OITHOCHO
AS L Up. Ilocnenmwa penanuja 3uaun 1a je

AS -1, =0
(t,—1,2t +5) - (1,0,2) = 0
t+4t+10=0

t=-2

Haxae, nobunu cmo tauky S(—3,—1,0).
A+ B

Konauno, S = , omakje je B = 25 — A =

(=5,-2,1).

2

z+1
= 7 paBaH

-1
7. Jlara je mpaBa p : xT = g

a:rx+y—z+1=0.

a) OapeauTu IpecevHy TadKy IPaBe P U PABHU (V.
6) Oupenuru yrao usmeljy npase p u paBHU «.

B) OmpeauTn HOpMAJHY TPOjEKIMjy NpaBe p Ha
paBaH «.

a) Heka S € pNa, mro sHaum na S € pu S € a.
W3 ycioa ma S € p, cienn jia Tayka S MMa KOODJIWHA-
re S(1,2t,t —1),t € R, a ouga uz S € « ciaequ ga je
1+2t—t+1+1=0, omakie ce mobuja na je t = —3.

Hakne, pNa =S5, S(1,—6,—4).

6) Kako ce mpaBa um paBaH CeKy, WUMamo Ja je
_ ‘U_I;n_;ﬂ o |(072a1)'(1713_1)‘ _ 1

|vp 710 | : VOFr4+1y/1+1+1 V15
na je 4(p,a) = arcsin T

B) OsHaummo Tpazkeny npasy ca p’. IIpojekuujy mpase
p Ha paBaH « NeMO OJpPeJMTU TaKO INTO ieMO IIPOjeKTo-
BaTH JBe TA4dKe Ca [paBe p HA paBaH, C 0O3UPOM Ha TO
na je mpaBa oapehena ca nBe pa3ne Tauke. Kako mpasa p
ceve paBaH y Tauku S, HEHA MIPOjeKIHja HA paBaH je Beh
OHa caMma, 3aTo MTo S € a.

sin £(p, @)

Oapenumo jomr npojekuujy rauke P(1,0,—1) € p na
paBaH «, Kojy hemo obesexuru ca P’. Osmadumo ca a
paBy 3a Kojy Baxku na P € a u a L m. 3a meH BeKTOp
npaBIa MOXKeMO y3eru v, = 1, = (1,1, —1). Jennauuna
x—1 'y z+41
11 -1
Mo ma je P/(t+1,¢,—t — 1), t € R. Ca apyre crpane,

, a kKako P’ € a, nma-

IpaBe a je: a :



P ea,naumamo gajet+1+¢t+t+ 1+t =0, omakme
je t = =1, omrocuo P’(0,—1,0).

Kako mmaMo mBe Taduke ca mpaBe P KoOje Cy IIPOjeK-
Iyje Ha paBaH «, OHE NPUIIAIajy TParkKeHo] npasoj p’, Tj
S, P’ € p'. Baro, 3a BekTOp TpaBma mpase p’ ce MOXKe
y3eTu vy = SP' = (—1,5,4).

IIpojeknuja paBe p Ha paBan « je npasa p’ ca jeaHa-
T y+1 z

—1 5 4

quHOM P’

JlomaTHu pernieHu 3aaanu

x+1 y—2 =z
8. lare cy mpaBa p : S =1 3 mmpaBa
2 -9
q:%:%:zl upaBan §: x—y+z—2 =

0. Oppenutu kKoopauHaTe Tadke B € 5 Koja je Haj-
6/IMKa TTPECEYHOj TAYKH MPABUX P U (.

OjpeMo TIPBO TIpecevHy TadKy mpaBux p u q. He-
ka A € pNgq. Tana ona uma Koopauuare A(2t — 1,¢ +
2,3t),t € R jep A € p, a ca apyre cTpaHe uMa KOODIUHA~
re A(—s,—2s—2,54+9),s €R, jep A € ¢q. Kako ce pauu
0 MCTOj Tauku A, u3jemHavaBarmbeM KOOPIUHATA, H00U]ja
ce CUCTEM jeJIHAYMHA:

20—1=—s
t+2=-25s—2
3t=s+9

Pemasamem cucrema, nobuja ce ma jet = 2, a s = —3.
Haxie, nobumm cmo tauky A(3,4,6).

Haj6mxka Tauka Tauku A Koja ce HaJia3u y PaBHU [
je meHa HOpMAaJTHA MPOjeKInja Ha Ty PaBaH.

Jennauuna npase r 3a Kojy Baxku g1a A € rur L
r—3 y—4 z—6

T =1 =1 Tpaxena tauka B € r,
naje B(t+3,—t+4,t+6),t € Ra yjeano B € § onakie
crequt+34+t—4+t+6—2=0, onnocuo t = —1.

Konauno, nobujena je tauka B(2,5,5).

jerr:

xr—4 z—9
9. ITokaszaru s1a ce mpaBe p : ——— y

2 -1 4
r—1 y+1 z—2 .
uq: =3 3 cexy. Oupenuru jes-
HA4YWHYy IIpaBe N KOja je HOpMaJIHA Ha P U ¢ KOja
NPOJIa3U KPO3 IUXOBY IPECEYHY TAUKY.

Heka je S npeceuna Tauka npasux p u q. Kako S € p,
ona uma Koopgunare S(2t + 4, —t, 4t + 9,t € R, 1ok ca
npyre crpabe S € ¢, naje S(s+1,2s—1,3s+2),s € R. U3
qumenure Jga {S} = p N ¢, Kao y OPeTXOIHOM 3aJaTKY,
Jobuja ce cUCTEM jeqHAYMHA!

20+4=s+1
—t=2s—1
4t +9 =35+ 2

PemaBamem cucrema noduja ce ma je t = —1, ofHOCHO
s =1, naje S(2,1,5).
Tpaxena npasa n he mMaTh BEKTOp ILpaBLA U, =
P
Up X Vg =12 —1
1 2

= (-11,-2,5).

W >

Jennauyuna npase n(S, v;,) je

x—2 y—1 =z-35
-1 -2 5

n:

3amanu 3a caMocTaJIaH PaJl

10. [dare cy mpaBa p : x;5 = yIS = Z+34,
pasa o : —2z+y—3z+1 = 0 u Tauka A(2,—3,3).
a) Mcnmraru y3ajaMHu 110J102Kaj OPaBe P U PABHU
«a. OapequTu Mepy OIITpor yria u3Mehy mux ako
ce CeKy, OJIHOCHO pacrojame m3Mmely mux ako cy
rapaJsiesiHe.

6) OnpenuTu jenHAUNHY TIpaBe KOja CaJpiKu Tad-
Ky A u cede mpaBy p IOJI IPABUM YTJIOM.

r—8 y—1 z—5
11. M = =
Hare cy mpase p 3 5 3 u
x—=3 y+6 =2-1
1 =3 A

a) 3a BpemHoct napamerpa A = 1, oapeauru pa-
crojame m3Mehy mpaBux p u q.

6) OxmpenuT BpeJHOCT mapamerpa A 3a KOjy ce
IpaBe P U ¢ CeKy, Ka0 U KOOPJMHATE Te IIPecevTHe
TavKe.




