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BekTopcku npocropu
YHUBEP3UTET ¥ BEOTPALY
DAKYNTET OPTAHU3ALUMOHUX HAYKA

Teopujcke ocHoBe
VY nactuaeky je kpatiar upezaeg 3HAHG Koje je
HEOULOGHO 30 PeULABArE 3agaTUara KOJU caege.
On Hukaxo Huje 3amena 3a apegaeawaﬂ

Ilojam BekTOpcKOr ImpocTopa

Hexa je V mempaszanm ckym, Heka je K HOJ])GH U HeKa
cy +: VXV —=>Vmu-: KxV —V perom onepamnuja
cabupama BEKTOPa M MHOXKEHha BEKTOPA CKaJIapOM.

Hedununnmja 1. Anrebapcka crpykrypa (V,+, -, K) je
8EKWOPCKYU TUPOCToOp ako je3acee , 8 € K ucBeu,v € V

—_

. (V,+) AGenosa rpymua;
2. a-(utv)=a-u+a-uv;
3. (a+f) u=a-u+pF-u;
4. (af) - u=a- (B u);

5. 1-u=u.

Bekropcku mpocTop ce neduHHUIIE TAKO Ja ancTpa-
Xyje moHamarme BeKTopa u3 R" y ogHOCY Ha BUXOBO yO-
GuuajeHo cabuparbe U MHOXKeHe (peasiHuM) CKaJIapOMH
Hapasno, mocToju MHOTO ,, 9y HEX’ W AIICTPAKTHUX BEK-
TOPCKUX IIPOCTOPA, aJId MU Ce IhbUMa OBJie HehleMo OaBUTH.

JIuneapua KoMOuHaIja, JIMHeapHa HE3aBUCHOCT

Hapenne nedwununmje yBome mojMOBE U KOHIIEIITE
€CEHITMjaJTHE 32 PAJl CA BEKTOPCKUM ITPOCTOPUMA.

Hedbununmja 2. Jluneapna rombumnayuja BEKTOpA
V1,...,V, u3 V jecTe BEKTOp a1v1 + - -+ + Qpvy,, TOE CY
at,...,0, cKamapu u3 K.

Hedbununuja 3. Jluneapru omoway (aunean) L(X)
ckyna Bekropa X = {v1,...,U,} jecre CKyIl CBUX JIMHe-
apHUX KOMOWHAIMja BEKTOpPA 1, ..., U,. AKO je A Hekn
ckyn BekTopa u L(X) = A, kaxemo na je X Zenepaiiop-
cku ckya 3a A.

Hedunurnumja 4. Bexropu vy, ..., v, BEKTOPCKOT IPO-
cropa V' cy aumeapro 3a6ucHu aKo TIOCTOje CKaJapu

Hanujen I'. Anekcuh, acucteHT

ai, ..., 0n u3 K, o Kojux je 6apem jeiaH pasjuduT O
HyJIe U 32 KOje BaxK

aivy + -+ apv, =0.
YV cympoTHOM, BEKTOPH Cy JIMHEAPHO HE3aBUCHU.

CyIITHHCKY, CKYIl BEKTOPA j€ JIMHEAPHO 3aBUCAH aKO
ce GapeM jelaH OJI BUX MOXe M3DA3UTU KAO JIMHEAPHA
koMmbuHaruja ocranux (ysepuru ce Ja peduHuUnUja 3a-
ucra To kaxe!). AKO ce jellaH BEKTOD MOXKe U3Pa3UTU
MIPEKO OCTaJINX, OH je Y HEKOM CMWUCIY ,BUIIAK’, jep JIu-
HEAPHM OMOTAY IIEJIOT CKYIIa OCTaje HEIPOMEHEH KaJl Ce
OH YKJIOHU U3 Hhera.

Ba3za u qumensuja

Hedununuja 5. Ckyn Bekropa u3 V annan 6a3y yKoJu-
KO je JIMHEapHO He3aBUCAaH U reHepwuire V.

Bpoj enemenara 6aze jecre gumen3ujo BEKTOPCKOT
mpoctopa. IIpocrope ca OeckonadnmMm 6a3ama 30BEMO
6eCKOHAYHOGUMEHUOHAAHU ﬂpocmopuﬂ

Hedunnnnja mMma CMUCIa CAMO YKOJUKO Cy CBaKe JIBE
6aze y OMjeKIMju, OJHOCHO y CAyYajy KOHAYUHE TUMEH3U-
je, umajy uctu 6poj ememenara. Moxke ce mokazaTu ja je
TO TAYHO.

BekTopu y R?

Bekropcku npOCTo;ﬂ R3 he 6uTH ImEHTPAIHE IOjaM
Harmer m3yvaBama Ha Maremarturnn 1; oBaj mpocTop je
HaAPOYUTO BaXKaH, jep, CyIITUHCKH, ¥ BeMY }KI/IBI/IMOE Ha-
YMH Ha KOjU Ce BPIIE Olepalije y OBOM IIPOCTOPY JAT je
y 3ajaTky

EsteMenT BexTopckor mpocropa R3 je Tauxa y mpocro-
py. Umak, 36or morpeba (u3nke u CAUIHUX TPUPOITHUX
HAYKa, BEKTOP Ce MPUPOJHO MOYKE 3AMUCTUTH KA ,.y CMe-
peHa cTpesuna’, Koja moInmbhe ¥ KOOPANHATHOM MOYEeTKY,
a 3aBpIlaBa Ce y TAYKM KOja IPEeJCTaB/ba EEroBe KOOp-
muHate. Jlakie, BEKTODP U = (Xy, Yoy, 2y) MOXKE CE IPOCTO
cMarparu TadKoM V(Zy, Yy, 2p) Y IPOCTOPY, AJId Ce MO-
JK€ BHUJIETH U KAO YCMEPEeHa CTPENIUIA U3 KOOPIMHATHOT
IIovYeTKa Ka TOj Tar{KI/Iﬂ Cruka |l| maycrpyje moMeHyTy
JLyAJTHOCT.

13a oBe Besxbe TO MoCe6HO Baskm, jep hemo osse GuTi HApouETO HebopMaHK; roBOpHieMO O ,yCMEePEHHM CTpesTHIaMa’; TTPABITY IeCHe PyKe,
JIeCHE TPOJKE M CJAMYIHHUM, MOIy(OpMaJTHIM IMojMoBHMa. 10 je cBe y IM/by Jia ce HA MPAKTHIHOM HHUBOY I'DaJIMBO OOJbe yCBOjU, ajiu je Ta rpyoda,
TEXHUYKA 3HaIba, KACHUje HEOIXOIHO ,yIerary’ 3nameM (opMasiie Teopuje.

2Tojam To/pa yum ce HA MpeABAILIMA. YKOIMKO CMO 3a60PABIIIN MITA je ToJbe, OBJie Tpeba CTaTH, MOJICeTHTH Ce, TIA HACTABUTH THTAIbE.

3Y KOM CKyIly KUBH jeJJUHHIA U3 TauKe 57
4V koM CKyIly »KUBU HyJIa y M3pa3y Koju ciemu’?

5y - .
53a jesan Takas curypHO 3HAMO: Werosy 6asy umne 1,z, 22,23, ... Pamu ce o nmpocTopy mosmHoMa ca (HIp.) peasHuM KoedUIHjeHTIMA.
6Yecro hemo 3moynorpebun norarujy ma hiemo pehinr ,BeKTOPCKH MPOCTOP”, & 3AMMCATH CAMO CKYTI, TojipasyMenajyhu oneparmje u nosse ckatapa.

To je wecra mpakca y JmrepaTypu.

"Ilasia 61 ce BOOUTH IUCKYCHja OKO OBOTa, aJu JepUHHTHBHO IIPEBA3WIA3M OKBUDE IPEIMETa. PemuMo, 1a i je BpeMe 4eTBpTa IUMEH3HUa I,

aKo jecTe, a JIM UMa ITOCEOHO MECTO y OJHOCY Ha TPH IPOCTOPHE, Wi He?

8113 morpebe /1a pasIuKyjeMo TauKy i BEKTOP Ca IPAKTHTHOT CTAHOBUINTA, HAKO 3HAME MCTO, KOPHCTHMO MAJIO APYKIH]y HOTAIIHA]Y, ITa KOJ O3Ha-
YaBarba TadKe HE MHIIEMO 3HAK jeHakocTH, Beh oxMax oTBapaMo 3arpajy M IUIeMO meHe koopiauHare. Takolje, o3HaKa BEeKTOpa Ca CTPEJIMIIOM
M3HaJI yrIABHOM je pe3eppicana 3a extope u3 R3. Huje HeomxoHo micaT cTpesmity, S0Ke o/l CMO KOH3HCTEHTHH y cBOM 3arucy. CBe MpeTxoHo
pedeHo je cTBap KOHBEHIHje, 1 He O HU 3a elCHJIOH IIPOMEHM/IO MATEMATHKY YaK W Jla Ce U3 KOPeHa peu3ajHupa.



¥ = (00,0 2)

Cimka 1: JlyaJaHOCT BEKTOpa M TadKe

CxosHo Toj ayamHocTH, BeKTop u3 R? Moxe ce 3agarn
Kao ypehena Tpojka peasHux 6pojeBa, ajiu eKBUBAJEHTHO
U TAKO IIITO My ce 33/1a Upasay, (IIpasa Ha KOjoj JIeXKH, Tj.
CHOII TIAPAJICJIHUX 1IPABUX), cMmep (Ha KOJy CTpaHy JIyzK
Te IpaBe je yCMepeH) U UHTEH3UTeW, (,ly>KUHA CTpe-
Jane”).

3a BekTop U = (Zy, Yo, 2y ), UHTEH3UTET NieMO O3HAUA-
Baru |U], a OH ce padyHa Kao

5] = /a2 g2+ 22.

Ciuika [2] mojammapa 3ammto 6amr Taxo.
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Cnuka 2: nrensurer BeKTOpa

Homunamnno pa3/IMKOBambe TadvKe W BeKTOpa OMO-
ryhaBa HaM Jla Ha OCHOBY KOODJHMHATA JBEjy Tadaka
A(za,ya,24) u B(zp,yB,25), HUXOBAM OJLy3UMAIHEM,

oaMax J00MjeMO KOOpAWHATE BEKTOPA z@ n3Mehy mux.
SampaBo, aKO Taj BEKTOP 3aMUCJIIMO Ka0 CTPEJIUILy o A
110 B, onyia nobujamMo KoopuHaTe TaMKe Ha KOjy MOKa3yje
IEH Kpaj, KaJ| Ce HheH IMOYeTaK MO3UIMOHUPA Yy KOOPIH-
narHu noverak. Criukaf3|ce Tpym na wiycrpyje oBo mro
CMO PEKJIH.

B(zg,yB, %B)
AB = OB — 04 = (TB — A, YB — YA, 2B — ZA)

A(ra,ya,24)

04 = (r4,Y4,24)

x
Ciuka 3: Bekrop ,,01 Tauke 10 Tadke’

Jomr jenma cremudpmYHOCT BEKTOPCKOr mpocropa R3
jecte u MoryhHOCT yBODhema I0JaTHUX oneparnjd’|ca BeK-
TOpUMa Koje Cy cBOjcTBeHe caMmo 3a mera] | Mu hemo ma-
XKIbY ITOCBETUTH CKAAGPHOM, 8€KULOPCKOM U MEULO-
8UUWOM UPOU3BOGY BEKTOPA.

Csaku 071 0OBa Tpu IPOU3BOIA Ae(UHUCAH je ca OJipe-
DeruM musbeM, j1a KapaKTEepHIe HEKO CBOJCTBO KOj€ BEK-
TOp WJIM CKyIl BeKTOopa MoxKe na nma. CBaku je jedu-
HrcaH (popMasIHO, ajl UMa, U ,,JIAKIITH HAYUH PATyHADHA.
3aTo, 3a CBaKM OJI OBa TPU IPOU3BOJA TUCKyTOBaheMo
TPU CTBApU:

® Kako je JeduHuCaH,
® KaKO Ce padyHa y KOOpJUHATaAMa U

® ueMy CJLy KU.

CkajlapHu IIPOU3BOJ

IIpBu Ha pemy je ckamapuu mpoussos. Hajommrujy me-
dbuHUIjy CKaJapHOT TPOU3BOJIA OBJIe heMO M30CTaBUTH,
a M3JI0’KuNeMo caMo OHO IIITO HaM Tpeba 3a Halll KOHKpe-
TaH MPOCTOP.

Heka cy mam mgara nBa BekTOpa d u b. CkajlapHu Ipou-
3BOJ @ - l;je,zLHaK je Upoussogy uHWEeH3UEWa UPeo2 6ex-
wopa u Upojexyuje gpyzoz sextmiopa Ha upseu. lIpmrom,
JIyKWHA MIPOjeKIIHje je HEraTUBHA aKO BEKTOPHU 3aKJjIalla-
jy Ty yrao. OBO MOXKEMO 3allUCATH Kao

@-b=|a||b|cos £(a@,b). (1)

Ia ropma popMyJia 3ancTa IpeJcTaB/ba 1eUHUII]Y KO-
jy cMo mastodac m3pekiid, yBepasa nac Cimka

93pahemo ux omeparje, nako aBe o1 Tpu Helie GuTH omeparmje o KebUHALE]H, jep HECY 3aTBOpeHe. O TOM TTOTOM.

10Tj. meke oz wWEX 3a MPOM3BOIBEHO R™, ajm mMOEHTa CTOjH.
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Tyn yrao
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L |b| cos £(a, b) —
,Heratusra gyxwuHa'
jep je yrao Tyn

Cimka 4: Crasiapau Ipou3Bo/I

OBuMe ¢MO (JIETMMUYHO) OJTOBOPHJIN HA ITUTAE Ka-
KO je ckajapuu mpou3Bon nedunucan. Vmak, u3pas
HaM He Jiaje ujiejy KaKo CpadyHATUu CKaJapHU ITPOU3BO/I
3a JBa KOHKPETHA BEKTOpa; MHTEH3UTeTe 3HaMO J1a Halje-
MO, ajii HEMaMO II0jMa KakKoO Ja HaeMO KOCHHYC yIJjia
usmely BekTopa. Moxe ce mokasaTtu Ja, ako je @ =
(xa, Ya, Za) b= (xbv Yo, Zb)a OHJIA je

@b =x,T+ Yalb + Za2b-

OBa dopmysia HaM Jiaje MpaKTUYaH HAYMH KAKO J1a pa-
YyHAMO CKaJapHu npoussoj, a uspas (1) u npareha me-
dunuMja HaM 00jallbaBa HEroB TeOMETPHjCKA CMICAO.

Konauno, nmajyhu y Buny mepunnnmjy, n3pas i1
Cimky [4] Huje TemKko 3aK/byIUTH J1a CKAJTAPHY IPOU3BO/L
CIIyKM TOMeE Ja KapaKTepulle opToroHajHocT. Hawmme,
g6a 6eKWOPA CY OPUWO2OHAAHA, (HopMa/ma, uog upasum
Y210M, yﬂpaeﬂa) axo U Camo KO0 je huro6 CKAAAPHYU UPOo-
U380g JEgHAK HYAU.

Harnamasamo na je ckajsapHU IPOM3BO/, ABA BEK-
TOpa peaJiaH Opoj, 1a OH HHUje OIlepaIija y OHOM CMUCITY
KOju CMO BUJe/M Ha IpBuM BexOGama. OJ 3aHUM/bUBUX
ocobuHa, OH je KOMYTaTUBaH, TO JeCT Baxku Jia je a- b=ba
3a OMJIO KOja IIBa BEKTOpa d U b. CxomHo TOMe ma Hu-
je omneparja, HeMa, CMUCJIa IPUYATH O aCOIUjATUBHOCTH,
aJu je, PEIuMo, HUAUHEAPaH

(@ @+Bb)-(y &+ d) = ay (@-8)+ad (d-d)+By (b-2)+B5 (b-d),

IITO 32 TIOCJIEIUILy UMA U TO Ja je JIUCTPUOYTUBAH IIpeMa
cabuparby BEKTOPA.

BekTopcku mpousBof,

Hexka cy matu BekTOp

a
IIPOU3BO/I, jeCTe BEKTOP @ X

by R3. FbuxoB BEKTOPCKH
K

u
b koju uma:

u
a
e [IpABAI[ OPTOIOHAJIAH U HA @ U HA b,

e CcMep TakaB Ia d, b u d X b uuHe HEeCHY TPOjKY
(upaBWIIO JIeCHE PYKe, JIECHOI 3aBPTHbHa),

® WHTEH3UTET je/IHAK TIOBPIIMHU IapaJjeorpamMa HaJl
BeKTOpUMA @ U b:

|@ x b| = |@||b] sin £(a, b). (2)

Cnuka [5| maycrpyje mra mompasyMeBa MPABHIIO JIECHE
Tpojke, a Cimka[f]3amro ce mHTEH3MTET BEKTOPCKOT PO~

M3BOJIa PadIyHa 110 (GOPMYIU .

e
Necua Jlepa
pyka Pyka

Lo

axb
Tpu BeKTOpa YHHE [IeCHY

TPOJKY YKOJIHKO Ce, INefaHo

13 BpxXa Tpeher BeKTopa,
NPBH HaJla3H I CHO.
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Cruka 5: ecna Tpojka

|a\h— \a|\b|smi( a, )

napan

Cnuka 6: HTEH3uTET BEKTOPCKOT TIPOU3BO/IA

Kao u kox ckasapHor mpousBo/ia, JeduHHII]a OCTa-
BJba OTBOPEHO IHTAE: KAKO Ce, 33 JlaTe KOHKPETHE BEK-
TOpe W IbUXOBE KOODJWHATE, PAdyHA BEKTOPCKH TPOU-
3Box? Kako OMCMO OArOBOPW/IM Ha TO NHUTalbe, HajIpe
O3HAYNMO TPHU BEKTOpA:

=(1,0,0), j=1(0,1,0), k=(0,0,1).

OBa Tpu BeKTOpa Cy, 3aIPaBo, BEKTOPHU JIy?KHUHE jeJaH y
CMepy KOODAMHATHUX 0Ca &, Y U 2. AKO ¢y @ = (Za, Ya, Za)
ub= (xp,yp, 2p), OHIA Ce d X b MOXKe padyHaTH Kao pop-
MaJIHA JI€T€ePMUHAHT

3 cBera mpeTxo/iHO pedyeHor, HUje TEIIKO YOUUTH 2
BEKTOPCKHU IPOU3BO/I, U3Mely OCTajor, CiIy>Ku TOMe Jia
KapaKTepHUIle KoAUHEaPHOCUL, OTHOCHO TO Ja JIU ABA BEK-
Topa mMajy uctu npasall. [Ipenusnuje, gea ne-nyasa sex-
wopa y R? cy xoruneapra axo u camo axo je wuros cek-
WOPCKY UPOU3BOG JeGHAK HYAU.

- ¢ J k Yo 2 T Z To Y
C—ixb: xa ya Za — a a _ a a a a
Y Zb Ty 2 Ty Yo

Ty Yb 2b

IIpumeTnmo 1a je BEKTOPCKU HNPOU3BOJ, ABA BEK-
TOpa BEKTOP, 11a OH jecTe olepalyja y CMHCJIY TPBUX
BEXKOMU.

1 OBo Huje mpaBa meTepMEHAHTA, jep CY jOj €JEMEHTH MAJIO BEKTOpH, Majo Gpojesu. He Tpeba je cXBaTuTH Kao neTepMHUHAHTY, Beli Kao 3rommy

MHEMOTEXHUKY .



O/ 3aHUMJBUBUX OCOOMHA, UCTUYEMO 1A j&é BEKTOPCKH
[IPOU3BOJL, AHTWUKOMYTATUEAH, Tj. a X b = —b x d. OH je
JUCTUPUOYTUUBAH, TPeMa cabupary 6eKWOPaG, OTHOCHO

ix(b+d)=axb+axé

n CJlazKe Ce Ca CKaJJapHHUM MHO2KEHHLEM:

a-(@xb)=(a-d)xb=ax (a-b).
BekTopcku mpousBon Huje acoyujoiuéar, aau 3aJ0BO-
JbaBa Ja7<:06uj6412| UGEHWUTUEUL:

Ax(bxd)+bx (Exad)+eéx(@xb) =0.

MermoBuTu Opomn3BOJ,

MermoBuTy TpOU3BOJ, je MOXKJa W ITIPBA TepHAPHA
,,onepaunja’ﬁ ca KojoM ce cycpehemo y xkuBoty. To 3HA-
9u a4 He y3uMa JBa apryMeHTa, Beh Tpu; oBze, MOBpaTHA
BPEHOCT je peajiaH 6poj.

[Ipenusnuuje, 3a BeKTOpE @, buéus R3, 11Xx0B Mero-
BUTHU OPOU3BOJ, Y O3HAIM |[d, 5, ], nedunuie ce Kao

[@,b,d) =a-(bxe). (3)

[Tomro je mermoBuTu 11pou3Bo AedUHUCAH LIPEKO (caja
[O3HATHX) CKAJAPHOT M BEKTOPCKOT, W FHerOB PadyH y
KOOPJIMHATAMa MOYKE C€ U3BECTH IPEKO Wux. Ajm, oBje
ce MOXKe JOOMTH M BUILE, U MOXKe Ce JOKAa3aTH Ja, aKo je
a= (xav Yas Za)a b= (l’b, Yo, Zb) uc= (IEC, Ye, ZC)7 OHZa je

ZTa Ya Za
[C_ia b7 E] = |Tp Yb Zb
Te Ye Zc

MerttoBuTH TTPOU3BOJL j€ 3aMPaBO JeDUHUCAH 18 FHETO-
Ba BPEJIHOCT, JI0 HA 3HAK, IIPEJICTAB/hA 3AlIPEMUHY IIa-
paJsiesienunesia Kojer (bopMupajy BeKTOpH a, bué Cou-
ka[7] Hac yBepaBsa Ja je TO 3amcTra TaKo.

N
=
AN bxc
HETOB UHTEH3UTET
je moBpIIMHa OCHOBE

|_ ............. /&' ------- | ........

H = |d@|cos £(@,b x &)

B =[5 % d = [flelsin £(5,)

b
Ciuka 7: MemoBuTu Ipou3Bo,1

Caya je jacHO W 9YeMy MEIIOBUTH ITPOU3BOJL CIIYXKU,
CXOJTHO TOME J1a je jeJTHaK HyJIM KaJia HeMa ItapaJiesieliiie-
Ja, Tj. Kajga My je 3anpeMuHa Hysa. laxie, @Wpu ne-nyasa
BEKTOPA CY KOTUAAHAPHG (Y UCTEOJ PABHU) AKO U CAMO GKO
je 1uro8 MewosuYy Upouseoq jegrar HYyiu.

OJ1 mHTEpeCAHTHUX CBOjCTABA, UCTUYIEMO A YKOJUKO
JIBa, BEKTOpA 3aMEHE MeCTa, MEIIOBUTU ITPOU3BOJI MErha
caMo 3HAK, JOK IMKJIWYHa (KpyzKHA) HOMeparba He Me-
2]y BPETHOCT MEIIOBUTOT ITPOU3BOJIA.

2Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemauxu Maremarmaap
133panu nasosia jep, oner, Huje onepanuja y KIACHTHOM CMUCITY.

3agaiu Koju ce pajJe Ha Bexkbama

1. Heka je R® = {(ai,a2,a3) | a1,a2,a3 € R} n
HEKa je + omepaiuja 1edUuHUCAHA jeIHAKOIINY

(a1,a2,a3)+(b1,b2,b3) = (a1+b1,az+ba, az+b3).
Hexka je - onepanuja medpuHucana ca

A (a1, a9,a3) = (Aag, Aaz, Aas),
rae je A € R.

a) okazatu na je (R3, +, -, R) BekTOpCKH mpo-
cTop.

6) Hokaszatu ma Bektopu €1 = (2,1,—3), € =
(3,2,—5) u €3 = (1,—1,1) uune Gazy y R3
n u3pasuTu BekTOp ¥ = (6,2, —7) momohy
BEKTOpa Te Hase.

a) OBJe ce paju 0 KJIACKYHOM U JI00pPO IIO3HATOM Ca-
Oupamy BEKTOpa U MHOXKEFbY BEKTOPa CKAJIAPOM, U
pelee Jejia a) ce BOJY Ha TPUBHjaJHY [IPOBEDY
CBOjCTaBa, KOjy OBJie HEheMO CIIPOBOIUTH

6) a 6u BekTOpU €1, €3 U €3 unHmIM 6aly, Tpeba aa
cy (no nedunnnujn 6ase) IMHEAPHO HE3ABUCHU U 1A
renepurty R3.

JluneapHy HE3aBHUCHOCT ITOKA3yjeMO 10 1eDUHUIH-
ju: jenmauuua (o «, S, )

a-é’1+,3-52+’y-€3:6

Tpeba Ja uMa jeMHCTBEHO perree o = § =y = 0.
Pacrniumemo jiu, umamo fa je

01(2, ]-7 73) + 5(3727 75) + 7(17 71, 1) = (anao)a
OJHOCHO
2a+38+v,a+28—7v,-3a—58+~)=(0,0,0).

Hobujamo cucTem jeqHadnHA,

20 4+ 38 + v =0
a + 286 - v =0
30 — 53 + v = 0

He pasmursajyhu npesuiie, permuim GuCcMO 0Baj CUCTEM
u KoHcTaroBaau 6ucMo na My je Tpojra (0,0,0) jeauuo
pemee. Tako GHCMO TOTPOIIMIN JIOCTa BpeMmeHna. A,
MO2KEMO TIPUMETHUTH JIa je OBaj CUCTEM XOMOTEH, Tj. CJIO-
6oHN wiaHOBH cy My Hyse. To snaum ma je (0,0,0) cu-
IYyPHO pelliebe OBOr cucrema. Jlabe, JeTepMuHaHTa CH-
cTeMa jeHaKa je

2 3 1 2 3
1 2 —-1]1 2
-3 -5 1 |-3 -5

=449-5—(—64+10+3)=1# 0,

UHanamo ce 1a je n anraomuma ouurenno 1a je (R3, +, -, R) zaucra BekTopcku mpocTop. AKo HEje, CBAKAKO X 0Xpabpyjemo Jia JIOKa3 CPOBe/Ty

3a BEXKOY.



IIa CHCTEM HMMA JeIMHCTBEHO PelIeHhe II0 KpaMepyE ma
ono mopa 6urn (0,0,0), jep je To Beh permeme. laxie,
BEKTODHU €7, €2 U €3 JECY AUHEGPHO HE3ABUCHU.

Ja 6u unHMIM 6a3y, Tpeda jOIl MOKA3aTH /18 NeHEePH-
my R3, 1j. 1a ce mpomsBossan BekTop u3 R? Mmoxe 3a-
[IMCATU Kao IbUXOBa JMHeapHa KoMOuHaiuja. O3HaIMMO
Taj Ipou3BOJbaH BeKTOp ca U = (a,b, ¢). Baspa nokazaru
Ja jeTHauYmHA

7 = ey + [fés +’7€3
nMa Makap jegqHo pemteme (o, (3, 7). Pacnumemo:
(aa ba C) = 0[(27 ]-7 73) + B(Sa 23 75) + 7(1a 717 1)3
OJIHOCHO

(2a+3ﬁ+77a+25_77_3a_55—’—7): (a,b,c),

OJIHOCHO:
20+ 38 4+ v = a
a + 286 — v = b

—3a — 58 + v =

OBaj cucTeM MMa HCTy JETEPMUHAHTY CHCTEMa Kao OHAj
MaJIoINpe U 3HAMO Jla oHa Huje HyJja. Cienn ga Bayku OHO
IITO CMO XTEJH, Ta CMO JOKa3ajau Ja €1, €y U €3 JUhHE
6asy.

Ocraje jom na Bekrop & = (6,2, —7) 3anumemMo y Toj
6as3u. Mctum pacrmcom m006mjaMo

(6’ 2, _7) = a(Qa 1, _3) + ﬂ(37 2, _5) + ’7(1a _]-a 1)7

OJIHOCHO CUCTEM

20 + 38 + v = 6
a + 286 - 4 = 2
-3a — 58 + v = -7

YV oBOM TpeHyTKYy 6u cTyeHTH TPebasio Jda 3Hajy bapeMm
JIBa HAYMHA KaKO Jla PEIlle OBaj CHUCTEM, 1A PEIIaBarbe
nehemo crnpoBoanTH, Beh hemo camo 3ammcaTu 1a je OHO
jemnaxo (a, 8,v) = (1,1,1). Pememe 3amarka 3aspuiasa-
MO TaKO IITO KOHCTATYjeMO Jia je

r=1-e1+1-éx+1-¢é5.

2. Haru cy sekropu €1 = (p,0,1), e = (2,—1,3)
mez=(1,1,-2)y (R3+,-,R).

a) OapeauTu 3a Koje BPEIHOCTH PEAHOT IIapa-
MeTpa P Cy JaTH BEKTOPH JINHEAPHO HE3aBU-
CHU.

6) 3a p =4 ucuuraTy A JU JaTH BEKTOPU Y-
He 6a3y JaTOr BEKTOPCKOI IIPOCTOPA. YKO-
JINKO YWHE, OJPEIUTH KOOPIUHATE BEKTOPA
(1,2,-1) y Toj 6a3mu.

Pemmliemo camo meo a); neo 6) cmo Beh pemasasm,
caMo ca JIpyruM OpojeBuMa, Ia ce OH MOXKEe CMaTpPaTh 3a-
JATKOM 38 CaMOCTAJIAH PAJI.

a) Ha 6u BekTopu €1, €3 U €3 OUIIU JMHEAPHO He3aBU-
CHH, jeJITHAYMHA

aé’1+ﬂé’2+7€3:6

Tpeba Jla MMa jeIMHCTBEHO perrene o = = v = 0.
Kao u y mperxomHOM 3aJaTKy, TO HaC JOBOIU O
CHCTEMA jeTHAYNHA

pa + 28 + v = 0
- B + v =0
a + 368 — 2y = 0,

KOju, Kao XoMmoreH cucreM, csakako uma (0,0,0)
Kao pereme. /la 6u OHO OUJIO U jeMHO pellere,
JeTePMUHAHTA CUCTEMA MOpa OUTU Pa3IdduTa O
HyJIe, & OHA W3HOCH:

p 0 1 p 0 1 |p O
2 -1 3|=12 -1 3 |2 -1
1 1 =2 1 1 =21 1

=2p4+0+2—(-143p+0)=—-p+3.

3a p # 3 je oBa JETEPMUHAHTA PAa3IMIUTa OJI HY.JIE,
¥ Taja Cy NOCMATPaHU BEKTOPH JIMHEAPHO HE3aBU-
CHU.

3. Harwu cy Bekropu 4 = (6,1,1), ¥ = (0,3,—1) u
W= (-2,3,5). Oxpenuru t € R Tako na BEKTOpH
U+ tU u W 6yay OpTOrOHAJHH.

Tpaxkumo t 3a Koje je
(@4 t0) -0 =0,
OJTHOCHO
((6,1,1) +¢(0,3,-1)) - (—2,3,5) =0

(6,1+3t,1—1)-(~2,3,5) =0
—1243+9t4+5-5t=0
—44+4t=0
t=1

3at =1 cy BekTOpU U + t¥ U W OPTOrOHAJIHHU.

4. I/I3paquaT1/1_'Mepy yrja KOju T'pajie BEKTOpH
a=(7,2,-1)ubdb=(1,2,-3).

Nmanmo ma je

b = |@||b] cos £(a, b),

QL

OJIHOCHO

—

ab (7,2,-1) - (1,2, -3)

-

COSs

L(@b)=——==
(@5) @b T2+ 22+ (—1)2/12 4+ 22 + (=3)2

5 . . .
15 Jom jemam HauMH 3a JOKA3MBAIGE JIMHEAPHE HE3ABUCHOCTH 61 6WO yOTpe6OM patuyHa Ca PAHTOM MATDHIE. 3HAMO JIa je PAHT MATPHIE jeTHAK
MaKCHMAJIHOM GpOjy HEeHHUX JIMHeAPHO He3aBHCHUX Bpcra/KosioHa. HampaBumo marpuily oj BeKTOopa €1, €2 U €3 U padyHaMo jOj paHr.

D DL oL

2 1 3], 1 -1
5 (3 2 —5| PR |2 1
3 |1 -1 1 3 2

Panr je OYHUIrJIeTHO 3, 1a U3BOJUMO UCTHU 3aKJby4vak.

1
-3
-5

-1 1

1 1 -1 1
~10 3 —5|~|0 3 —5|.
0 5 -8 0o 0 3



-,

Haxkae, £(d,b) = arccos

5. Hahu nospmuny u jgyxwuny sBucuune BD Tpo-
yraa AABC ako je A(—3,-2,0), B(3,-3,1) u
C(5,0,2).

3a 1modYerak, CTpaHWIE 1@ u E tpoyria AABC

u3pazKaBaMO KaO BEKTODE!:

AB=B-A=(6,-1,1), AC=0C—A=(822).
[ToBpiuay napaJenorpaMa HaJl lBIMa MOYXKEMO Hahu Kao
WHTEH3UTET IbUXOBOT BEKTOPCKOT TPOU3BOIA, Tia iemo oH-
Jia TpBO Halm caM BEKTOPCKHU IIPOM3BOJL:

i 7 kK B B 3
ABxAC =6 -1 1|=|2F Yinl® Y400 L
2 o/ Is 2/7 s 2

8 2 2

— (—4,—4,20)

Hama me Tpeba moBprmua mapasesorpama, Beh Tpoy-
[J1a; aJi, TPOyrao je MOJIOBMHA lapaJiesiorpama (Hamp-
TaTU CJUKY 10 y3opy Ha Cluky @7 na obujamo:

1 1
Paupc = 5|/@ x AC| = 5 V16+ 16+ 400 = 6v53.

C mpyre crpase, Ha OCHOBY J06po mo3HaTe (hopMyJe 3a

HOBPIINHY TPOYyTLJIa, IMaMo J1a je

1
Paapc = §|/@\ - h,
OHOCHO

b 2PaaBC 12V/3

—12‘/5—\/6
AC| Veita+d -V

6v2

6. M3padynaru 3ampeMuHy TeTpaelpa U Iapa-
Jejenunesia Hagj Bekropuma d = (1,2,3), b =
(2,2,0) 1 &= (0,2,2).

3HaMo J1a je 3alpeMuHa MapaJieenunea HaJj TPU-
Ma BEKTOpHMA jeJIHAKa AICOJyTHO] BPETHOCTH HUXOBOT
MeIoBUTOr Tpon3Boja. Kako miect rerpaemapa (Tpo-
CTPaHUX NUPAMUJA) CTaje y MapajieJIenure/s, To iemo
3alpEMUHY TeTpae/pa Hahu Kao jeHy IIIeCTUHY allCOJIyT-
HE BPEIHOCTH MENTOBUTOT IIPOM3BO/IA TPH JIaTa BEKTOpA:

1 1 1 2 3|1 2
‘/TeTpaenpa = 6”1 b, 5]| = 6 2 2 012 2
0 2 2|0 2
1 4
=—-4+0+12—-8| = -.
6'| to+ | 3
7. Ucnmraru ma ju cy Bekropu a = (1,2,3),

b= (4,1,1) u ¢ = (—9,3,6) komwmanapau, a ako
jecy M3pa3uTu BEKTOp € IPEKO OCTaja 1Ba.

Kako je mermoBuTu mpon3Bo I KpUTEPUjyM KOTLIaHAP-
HOCTH, PavdyHAMO:

) 1 2 3|1 2
[@bd=l4 1 1|4 1
—9 3 6/-9 3

=6-18+36+27—3—-48=0,

I1a BEKTOPHU @, b 1 C jecy KOIJIAHAPHH, U MOXKEMO HM3Da-
3utH € Kao ¢ = ad + [Sb. Pacuumemo jiu oBy jejHakocr,
nMaMo J1a je

(=9,3,6) = «(1,2,3) + 8(4,1,1),

IIITO HAM JIaje CUCTEM OJI TPU jeJIHAYNHE U J[BE HEIIO3HATE:

a + 48 = -9
20 + B = 3
3a + B = 6.

Axko mpBe JBe jegHauMHE MOCMATPAMO Kao 3acebaH Cu-
creM 2 X 2, 1eroBo perieme je « = 3 u f = —3. Heonrxo-
HO je IPOBEPUTH U J1a Jiu je Tpeha jeJHauInHa 38/ 10BO/bEHA,
IITO Ce JUPEKTHUM YBPIITABAEM UCIOCTABIHA KA0 Tat-
Ho. /lakie,

g=3-@-3-b.

JlomaTHu pelieHn 3aaiu

8. Hare cy rauke A(1,—1,1), B(1,3,1), C(3,1,1)
u D(1,1,3).

a) MspauynaTu sampeMuHy TPOCTpDaHE NHUPa-
Mmugie ca temenuma A, B, C' u D.

6) WspauyHaT jy>KMHY BUCHHE Te IUPAMUJIE
KOja moJia3u u3 TeMena D.

a) Bekropu 1@, ﬁ u zﬁ qUHE TPU WBUIE TeTPae-
Jipa, ma MoxKeMo Halu IHeroBy 3alpeMUHy Kao Ie-
CTHUHY AIICOJIyTHE BPEJHOCTU EbUXOBOI' MEIIOBUTOL
mpousBoma. Nmamo 1a je

AB =B~ A=(0,4,0),
AC =C — A=(2,2,0),
AD =D - A=(0,2,2),

a je

[AB,AC, AD) =

=—16

o N O
DN DN W~
N OO
o N O
DN DN W~

11a, je 3ampeMuHa apaJsesenne/ia Hal OBUM BEKTO-
puMa jeaHaka 16, 0JTHOCHO 3apeMUHa TeTpaeapa je
V:reTpae;Lpa = 16/6 = 8/3

6) SampemMuHa TETpaeapa KOjy CMO CPATyHAIM MOYKE
ce U3pa3uTH U IpeKo nosuare dhopmyse V = BH /3,
rze je B nospiimHa (TpoyraoHe) OCHOBE KOjy Ipajie
Bektopu AB u AC, a H je Bucuna ua Ty 6a3y u3s
Temena D. KopucruheMo BEKTOPCKM TTPOM3BOJ 114
“3padyHaMo MOBPIMHY ocHOBe. VIMamo ma je

AB x AC =

-

D O =
oS O T

J
4
2



(|4 o fo o] |o 4
“\J2 o T2 o |2 2

= (07 Oa _8)7

mna je
B = [[AB x AC| = [Vid =4,

Kako je W'C'l‘paegpa = BH/3, OJHOCHO

8_1.,n
3 3

nobujamo ma je H = 2.

3aganu 3a caMocTaJIaH pas

—

9. Haru cy Bekropu d = (4,1,—4), b = (3,4, \ —
5),c=02\=7,-4,3)ud = (5,3,7).

a) OapeauTu 3a Koje BPEIHOCTU DPEAJIHOL Ia-
pameTpa A Cy BEKTOpPHU @, b u € JMHEapHO
3aBUCHU.

6) Hoxaszaru ja 3a A = 5 BeKTOpU @, b 1 € 1une
6a3y BekTOpCKOr mpocropa R u m3pasurn
BEKTOp d Kao IHUXOBY JIMHEAPHY KOMOWHA-

uujy.

10. Heka cy pare rauke A(1,—2,2), B(—1,1,-2),
C(0,—1,1) u D(p+2,0,p+ 1) y npocropy R3.

a) Ha y cy BekTOpH /@ , ﬁ u E JITHEAPHO

HE3aBUCHM 38 p = 17

6) AKo jecy, u3padyHaTH [yKUHY BHCUHE W3
Temena D Ha crpany ABC y nupamuan

ABCD. Axko uucy, muzpasutu BekTop A
Kao JIMHeapHy KoMbuHanujy BekTopa AB u

AC. (.Y CE8UM U3PAYNYHABATOUMA KOPUCTUUTUU
p=1)

11. V¥ mpocropy R? mara cy uermpu BekTopa:

6:(1a1a2)7 5:(47_3a 1))

—

¢=(8,-5,6), d=(8,—13,—5).

(a) Ucmuraru ga s BekTopu @, b u ¢ uuHe 6asy
BekTopckor mpocropa (R3, +, - R).

(6) YKOMMKO YnHe, U3PA3UTH BEKTOD d ka0 wu-
XOBY JIMHEAPHY KOMOMHAIH]Y. ¥ CyIPOTHOM,
MU3PA3UTHU BEKTOP @ KAo JIMHEAPHY KOMOUHA-
L]y BEKTOPA bué

Kopucran pecypc 3a y4demwe

https://www.youtube.com/playlist?list=
PLZHUUbOWTDPD3M1zZzM2xVFitgk8hE ab


https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab
https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab

