
Математика 1 Вежбе 2 (радна верзија)

Матрице и детерминанте Данијел Г. Алексић, асистент

Теоријске основе
У нас�авку је кра�ак �ре�ле� знања које је
нео�хо�но за решавање за�а�ака који сле�е.

Он никако није замена за �ре�авања.

Појам матрице
Ако су m и n природни бројеви, онда је ма�рица

A реда m× n са елементима aij ∈ R дефинисана као

A = [aij ]m×n =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
. . .

...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
. . .

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amn


.

Формално, матрица A је једно пресликавање A :
{1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} → R, али ћемо је ми до-
живљавати као правоугаону табелу бројева.1
Вектор (или, по потреби, матрица)[

ai1 ai2 · · · ain
]

назива се i-та врс�а матрице A, а ми ћемо је (интер-
но) означити као Ai→. Слично се дефинише и вектор
(или, по потреби, матрица)

A↓j =


a1j
a2j
...

amj


и назива се j-та колона матрице A. По потреби ћемо
ова два објекта доживљавати као матрице реда 1× n,
односноm×1, а по потреби као векторе из Rn, односно
Rm.
Од специјалних случајева, поменућемо ква�ра�ну

ма�рицу, која има исти број врста и колона:a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 ,

као и �орње �роу�аону ма�рицу, која је облика
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

 .

Аналогно се дефинише и �оње �роу�аона ма�рица.
Матрица која је истовремено и горње и доње троугао-
на јесте матрица облика

a11 0 · · · 0
0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

 ,

а зове се �ија�онална ма�рица. Бројеви a11, . . . , ann
чине њену (главну) �ија�оналу.
Сабирање, множење скаларом и транспонова-
ње
Ако су A = [aij ]m×n и B = [bij ]m×n матрице и α

реалан број, онда се дефинише збир матрица A и B
као

A+B = [aij + bij ]m×n,

односно сваки елемент матрице A се сабере са себи
одговарајућим (у истој врсти и колони) елементом ма-
трице B. Слично се дефинише и производ скалара α
и матрице A као αA = [αaij ]m×n, односно свако поље
матрице A множи се скаларом α.
Транс�оновање је операција која матрицу редаm×

n претвара у матрицу реда n×m, по следећем прави-
лу:

A =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
. . .

...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
. . .

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amn


m×n

,

AT =



a11 a21 · · · ai1 · · · am1

a12 a22 · · · ai2 · · · am2

...
...

. . .
...

. . .
...

a1j a2j · · · aij · · · amj

...
...

. . .
...

. . .
...

a1n a2n · · · ain · · · amn


n×m

.

Дакле, врсте матрице A постају колоне матрице2 AT .
Два основна својства која има операција транспонова-
ња јесу да важи (A+B)T = AT +BT и (AB)T = BTAT

за све матрице A иB одговарајућег реда (тако да изра-
зи имају смисла).
Детерминанта матрице
Свакој квадратној3 матрици A може се придружи-

ти реалан број det(A) који се назива �е�ерминан�а
матрице A. Формалну дефиницију детерминанте дату

1Постоје и матрице чији елементи нису нужно реални бројеви, већ, нпр, комплексни бројеви, или елементи неког �оља, �рс�ена итд.
Читалац се охрабрује да научи шта је поље и шта је прстен.

2Изговара се „A транспоновано”.
3И само таквој!
4Да будемо прецизни, ако се узме дефиниција детерминанте из уџбеника, помоћу пермутација, Лапласов развој постаје теорема. Екви-

валентно, Лапласов развој може се узети као дефиниција детерминанте, па се онда у форми теореме извести да је он једнак изразу који
укључује пермутације.

5Pierre-Simon, Marquis de Laplace (1749–1827), француски математичар и астроном



преко пермутација скупа Sn можемо пронаћи у уџбе-
нику, а овде ћемо је прескочити, већ ћемо дати начин
како се она рачуна4 користећи тзв. Лапласов5 развој.
Циљ нам је да одредимо детерминанту квадратне

матрице A = [aij ]n×n. Прво, научимо како се рачуна
детерминанта6 матрице реда 2× 2:

det
([

a b
c d

])
=

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc.

Вратимо се сада на квадратну матрицу A =
[aij ]n×n произвољног реда n. Дефинишемо минор еле-
мента aij матрице A као детерминанту која се добије
од det(A) тако што се из ње избаце i-та врста и j-та
колона, па се срачуна детерминанта „оног што прео-
стане”. Означићемо (интерно) тај минор са Mij . Ко-
фак�ор7 елемента aij дефинише се као

Aij = (−1)i+jMij .

Није неопходно, али је добра пракса зарад лакшег пра-
ћења, да се кофактори означавају истим словом као и
матрица чији су кофактори.
Сада смо спремни да дефинишемо8 детерминанту

матрице A помоћу Ла�ласово� развоја �о i-�ој врс�и:

det(A) =

n∑
j=1

aijAij = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin.

Детерминанта се може развити и по колони, уместо
по врсти. Постоји теорема која гарантује да се добија
иста вредност.
Приметимо да, ако је матрица A реда n, онда су

њени кофактори Aij детерминанте реда n− 1. Лапла-
сов развој нам омогућава да на овај начин сводимо
детерминанту на неколико детерминанти мањег реда,
па тако рекурзивно док не дођемо до детерминанте
реда 2, коју знамо да рачунамо.
За детерминанту реда три9 постоји „трик” за брже

рачунање, познат као Сарусово10 �равило. У наставку
је дата илустрација и сама вредност детерминанте:

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a31a22a13 − a32a23a11 − a33a21a12.

Ако бисмо описивали речима, рекли бисмо да је прави-
ло следеће. Прво се на детерминанту допишу прве две
колоне. Затим се вредност детерминанте добија тако
што се саберу производи свих главних („ка доле”) ди-
јагонала, а затим се одузму производи споредних („ка
горе”) дијагонала.

Особине детерминанте

У наставку набрајамо неке основне особине детер-
минанте. Нећемо на овом месту посебно објашњавати
зашто важе; то је посао за предавања.11

1. За сваку матрицу A је det(A) = det(AT ).

2. Ако је цела једна врста или колона матрице A
сачињена од нула, онда је det(A) = 0.

3. Множењем неке врсте (колоне) детерминанте и
додавањем другој, детерминанта не мења вред-
ност.

4. Ако међу врстама или колонама матрице A има
једнаких или пропорционалних, онда је det(A) =
0.

5. Заменом места двема врстама (колонама), детер-
минанта мења само знак.

6. Ако је A горње (или доње) троугаона матрица:

A =


a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

 ,

онда је det(A) = a11a22 · · · ann.

7. Детерминанта је адитивна по било којој12 врсти
или колони, тј.∣∣∣∣∣∣

a11 + α11 a12 a13
a21 + α21 a22 a23
a31 + α31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
α11 a12 a13
α21 a22 a23
α31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .

8. Детерминанта је хомогена по било којој врсти
или колони, тј.∣∣∣∣∣∣

αa11 a12 a13
αa21 a22 a23
αa31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = α

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .

На овом месту још једном апелујемо на читаоца:
матрица и детерминанта нису исти објекат. Де-
терминанта је број придружен матрици. Матрице и
детерминанте се не сабирају на исти начин и не мно-
же се на исти начин скаларом, јер нису иста ствар.

6Угласте заграде предвиђене су нам за запис матрице, а усправне линије за запис детерминанте. Ово двоје не треба мешати.Матрица
је пресликавање/табела бројева, док је њена детерминанта реалан број. Записати детерминанту уместо матрице није ситна грешка.

7Краткоузлазни на првом о.
8Односно, рачунамо, ако смо дефинисали помоћу пермутација.
9И само за тај ред!
10Pierre Frédéric Sarrus (1798–1861), француски математичар
11Свакако, охрабрујемо читаоца да покуша сам себи да разјасни пре него што прочита негде, или чује на предавањима, јер ће тако

сигурно лакше да упамти.
12Наводимо пример прве колоне детерминанте реда 3; важи за било коју врсту, колону, или било који ред (димензију) детерминанте.
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Множење матрица
До сада смо научили како да саберемо две матрице

истог реда, као и како да помножимо матрицу реал-
ним бројем. Сада ћемо научити како да помножимо
две матрице. Нека су дате матрице

A = [aij ]m×k =



a11 a12 · · · a1j · · · a1k
a21 a22 · · · a2j · · · a2k
...

...
. . .

...
. . .

...
ai1 ai2 · · · aij · · · aik
...

...
. . .

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amk


и

B = [bij ]k×n =



b11 b12 · · · b1j · · · b1n
b21 b22 · · · b2j · · · b2n
...

...
. . .

...
. . .

...
bi1 bi2 · · · bij · · · bin
...

...
. . .

...
. . .

...
bk1 bk2 · · · bkj · · · bkn


.

Да би матрице A и B могле да се помноже, број ко-
лона матрице A и број врста матрице B морају бити
једнаки. У том случају, њихов производ јесте матрица
реда m× n дефинисана као

A ·B =


A1→ ·B1↓ A1→ ·B2↓ · · · A1→ ·Bn↓
A2→ ·B1↓ A2→ ·B2↓ · · · A2→ ·Bn↓

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

Am→ ·B1↓ Am→ ·B2↓ · · · Am→ ·Bn↓

 ,

где је

Ai→ ·Bj↓ =

k∑
t=1

aitbtj

скаларни производ i-те врсте матрице A и j-те колоне
матрице B.

Особине множења матрица, инверзна матрица

Ако су матрице A и B уједно и квадратне матри-
це истог реда, важи једно веома неочекивано својство,
у литератури познато као Бине-Кошијева теорема о
мултипликативности детерминанте:

det(A ·B) = det(A) · det(B).

Дакле, детерминанта производа једнака је производу
детерминанти. Уочимо да производи на левој и десној
страни једнакости нису исти производ; не множе чак
ни исте „ствари”.
Од додатних својстава, множење матрица је асо-

цијативна операција.
МНОЖЕЊЕ МАТРИЦА НИЈЕ КОМУТА-

ТИВНА ОПЕРАЦИЈА!13

Скуп квадратних матрица реда n, означимо га са
Mn(R) заједно са множењем матрица може се посма-
трати као алгебарска стркутура (Mn(R), ·). За сада
знамо да у њој важи затвореност14 и асоцијативност,
али не важи комутативност. Није тешко проверити да
је неутралан елемент за множење матрица тзв. је�и-
нична ма�рица реда n:

In =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...

. . .
...

0 0 · · · 1

 ,

па ова структура има неутрал.
Уколико би за матрицу A ∈ Mn(R) постојала ма-

трица A−1 ∈ Mn(R) за коју је

A ·A−1 = A−1 ·A = In,

тада би матрица A−1 била инверз матрице A у одно-
су на операцију множења матрица. Тако се и назива:
инверзна ма�рица ма�рице A.
Само квадратне матрице могу имати инверзну, али

нема свака квадратна матрица инверзну матрицу. Ре-
цимо, прва која пада на памет је матрица сачињена
од свих нула. Срећом, важи теорема која карактери-
ше инвертибилност квадратне матрице: Ква�ра�на
ма�рица је инвер�ибилна ако и само ако је
њена �е�ерминан�а различи�а о� нуле.15
Није тешко показати да за квадратне матрице A и

B истог реда важи да је (A−1)T = (AT )−1 и (AB)−1 =
B−1A−1.

Рачунање инверза матрице
Пошто смо већ знали шта је инверз неког елемен-

та у односу на неку операцију, сама дефиниција ин-
верзне матрице нам није пала тешко. Ипак, и даље не
знамо како да, за конкретну матрицу, израчунамо ње-
ну инверзну16. Сада ћемо научити алгоритам за њено
рачунање. Нека имамо квадратну матрицу

A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


и претпоставимо да смо срачунали да је det(A) 6= 0,
па знамо да она има инверзну матрицу.
За матрицу A дефинише се њена ма�рица кофак-

�ора као матрица добијена од матрице A тако што је
свако поље замењено својим кофактором:

Cof(A) =


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

...
...

. . .
...

An1 An2 · · · Ann

 .

Транспонат ове матрице познат је као а�јун�ована17
13Ово представља једну од чешћих грешака у задатку са матричним једначинама. Водите рачуна!
14Производ две квадратне матрице реда n (што је скраћено за n× n) је опет квадратна матрица реда n.
15Ако се сетимо да реалан број има инверз у односу на операцију множења реалних бројева ако и само ако није једнак нули, онда се ово

тврђење може лепше изрећи: Ква�ра�на ма�рица има инверз (у с�рук�ури (Mn(R), ·)) ако и само ако њена �е�ерминан�а
има инверз (у (R, ·)).
16Уколико постоји, али то се лако провери рачунањем детерминанте.
17Правилније би било а�ју�ована, али се ово прво одомаћило.
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матрица матрице A:

Adj(A) = Cof(A)T =


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

...
...

. . .
...

An1 An2 · · · Ann


T

.

Коначно, инверзну матрицу матрице A рачунамо
као:

A−1 =
1

det(A)
Adj(A).

Задаци који се раде на вежбама

1. Доказати да је

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 2 −1
0 4 0 1
2 1 3 1
2 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6.

Нека јеD детерминанта из задатка. Користећи Ла-
пласов развој по другој врсти18 добијамо да је

D := −0 ·

∣∣∣∣∣∣
−1 2 −1
1 3 1
2 3 2

∣∣∣∣∣∣+ 4 ·

∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
2 3 1
2 3 2

∣∣∣∣∣∣
− 0 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 −1
2 1 1
2 2 2

∣∣∣∣∣∣+ 1 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −1 2
2 1 3
2 2 3

∣∣∣∣∣∣
= 4 ·

∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
2 3 1
2 3 2

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D1

+

∣∣∣∣∣∣
2 −1 2
2 1 3
2 2 3

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D2

.

Даље је

D1 =
2 2 −1 2 2
2 3 1 2 3
2 3 2 2 3

= 2 · 3 · 2 + 2 · 1 · 2 + (−1) · 2 · 3
− (2 · 3 · (−1) + 3 · 1 · 2 + 2 · 2 · 2)

= 12 + 4− 6− (−6 + 6 + 8)

= 10− 8

= 2

и

D2 =
2 −1 2 2 −1
2 1 3 2 1
2 2 3 2 2

= 6− 6 + 8− (4 + 12− 6)

= 8− 10

= −2.

Дакле,

D = 4D1 +D2 = 4 · 2− 2 = 8− 2 = 6,

што је и требало доказати.

2. Доказати:

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a a
a b b b
a b c c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a(b−a)(c−b)(d−c).

Користећи особине детерминанте, сводимо детер-
минанту на троугаону:∣∣∣∣∣∣∣∣

a a a a
a b b b
a b c c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
a a a a
a b b b
a b c c
0 0 0 d− c IV − III

=

a a a a
a b b b
0 0 c− b c− b III − II
0 0 0 d− c

=

a a a a
0 b− a b− a b− a II − I
0 0 c− b c− b
0 0 0 d− c

= a(b− a)(c− b)(d− c),

што је и требало доказати.

3. Одредити инверзну матрицу матрице

A =

−2 0 4
1 3 1
1 1 −2

 .

Поступамо по алгоритму и рачунамо кофакторе:

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣3 1
1 −2

∣∣∣∣ = −7 A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣1 1
1 −2

∣∣∣∣ = 3 A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣1 3
1 1

∣∣∣∣ = −2

A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣0 4
1 −2

∣∣∣∣ = 4 A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣−2 4
1 −2

∣∣∣∣ = 0 A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣−2 0
1 1

∣∣∣∣ = 2

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣0 4
3 1

∣∣∣∣ = −12 A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣−2 4
1 1

∣∣∣∣ = 6 A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣−2 0
1 3

∣∣∣∣ = −6

Дакле

Cof(A) =

 −7 3 −2
4 0 2

−12 6 −6

 ,

то јест

Adj(A) =

−7 4 −12
3 0 6
−2 2 −6

 .

Сада рачунамо детерминанту матрице A:

det(A) =
−2 0 4 −2 0
1 3 1 1 3
1 1 −2 1 1

= 12 + 0 + 4− (12− 2 + 0) = 6.

Коначно,19

A−1 =
1

det(A)
Adj(A) =

1

6

−7 4 −12
3 0 6
−2 2 −6

 .

18Практично је одабрати ону врсту/колону која има што више нула, јер ће се онда морати рачунати мање 3× 3 детерминанти.
19Сходно томе да већина другог термина вежби буде потрошена на увођење појмова, објашњавање њихових особина и на испис саме

процедуре проналажења инверзне матрице, неколицина задатака који се ураде на вежбама су прилично шаблонски. Стога, овај пут нећемо
решавати додатне задатке и давати неке за самосталан рад, јер би се то свело на замену бројева.
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